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В настоящем сообщении рассмотрено поведение частиц двух несмешивающихся жидкостей при
их относительном движении. Обнаружены любопытные закономерности движения частиц. Пока-
зано, что характер движения индивидуальных жидких частиц существенно зависит от скорости
относительного движения контактирующих сред.
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ВВЕДЕНИЕ

Общеизвестно, что распространение бегущей волны
по свободной поверхности жидкости инициирует цик-
лическое движение индивидуальных жидких частиц.
В учебной литературе обычно упоминается лишь о са-
мой простой ситуации, когда частички тяжелой несжи-
маемой жидкости, участвующие в волновом движении,
совершают круговые движения в вертикальной плоско-
сти. В специализированной литературе предметом ис-
следования неоднократно становилось не только цик-
лическое, но и дрейфовое движение жидких частиц
в направлении распространения волны. Этот феномен
называется «Дрейф Стокса». Скорость этого дрейфа
пропорциональна квадрату амплитуды волны и экспо-
ненциально убывает с глубиной. Даже в незначитель-
но усложненном случае, когда над идеальной жидко-
стью располагается другая менее плотная идеальная
жидкость взаимоотношение движений различных жид-
ких частиц примыкающих с разных сторон к возму-
щенной волновым движением границе раздела остает-
ся вне поля зрения общепринятых представлений. Еще
менее освещенным оказывается вопрос описания дви-
жений индивидуальных жидких вблизи границы раз-
дела жидкостей, движущихся друг относительно друг
друга. Само поле скоростей в задачах подобного рода
неоднократно рассчитывалось и аналитическими и чис-
ленными методами, как правило, в связи с интересом
исследователей к явлению неустойчивости Кельвина-
Гельмгольца. Но все эти исследования в подавляющей
части имеют дело с эйлеровым полем скоростей, ко-
торое не дает непосредственного описания движения
индивидуальных жидких частиц. В настоящем иссле-
довании предпринята попытка заполнить описанный
пробел в задачах подобного рода и предложить ана-
литическое построение, позволяющее сосредоточиться

∗E-mail: belonozhko@mail.ru
†E-mail: otchirov@mail.ru

на выяснении закономерностей движения именно ин-
дивидуальных жидких частиц.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривались две тяжелые идеальные несжимае-
мые несмешивающееся жидкости, движущие друг от-
носительно друга с постоянной горизонтальной скоро-
стью U0 в декартовой системе координат, в которой
ось Oz направлена вертикально вверх против направ-
ления действия силы поля силы тяжести g. А плос-
кость Oxy совпадает с уровнем, по которому распро-
страняется плоская капиллярно-гравитационная волна
z = ξ (x, t) с волновым числом k и амплитудой A. По-
лагалось, что нижняя жидкость с плотностью ρw зани-
мает полупространство z < 0, а верхняя менее плотная
верхняя жидкость плотности ρa < ρw — полупростран-
ство z > 0. Коэффициент поверхностного натяжения
γ на поверхности раздела полагался известным. Без
уменьшения общности можно считать нижнюю жид-
кость покоящейся, верхнюю — движущейся в положи-
тельном направлении оси Ox. Для простоты движение
жидкости полагалось независящим от горизонтальной
координаты y.

Задача решалась методом разложения по малому па-
раметру ε = Ak, пропорциональному отношению ам-
плитуды волнового движения к длине волны. В даль-
нейшем изложении для краткости будут употребляться
слова «порядок малости по амплитуде». Задача стан-
дартным образом разбивалась на задачи различных
порядков малости [1], которые последовательно ре-
шались до определения главных лидирующих слагае-
мых в циклической и дрейфовой компонентах движе-
ния жидких частиц. Решение задачи первого порядка
малости для отклонения ξ1, гидродинамического по-
тенциала верхней жидкости φ1 и гидродинамического
потенциала нижней жидкости ψ1 имеет вид:

ξ1 = A cos (kx− ωt) , ψ1 = AΛ exp (kz) sin (kx− ωt) ,

φ1 = AΘexp (−kz) sin (kx− ωt)
(1)
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Константы Λ = ω/k и Θ = −ω/k + U0 определя-
ются волновым числом и скоростью движения верхней
жидкости. Циклическая частота волнового движения

ω связана с волновым числом и другими параметрами
задачи дисперсионным уравнением:

ω =

(

kU0ρ
a +

√

k (−kU2

0
ρwρa + k2γ (ρw + ρa) + g (ρw − ρa) (ρw + ρa))

)

/ (ρw + ρa) . (2)

2. ПЕРЕХОД К ЛАГРАНЖЕВЫМ ПЕРЕМЕННЫМ

Для математического описания движения индивиду-
альных жидких частиц необходимо перейти от эйлеро-
вого представления задачи (1) к полю скоростей в пе-
ременных Лагранжа. В работе [2] можно найти способ
такого перехода, который с точностью до слагаемых
второго порядка малости по амплитуде волны сводит-
ся к применению формул:

uL = u1 + u2 +

(
∫

t

0

u1dτ

)

∂u1

∂x
+

(
∫

t

0

v1dτ

)

∂u1

∂z
,

vL = v1 + v2 +

(
∫ t

0

u1dτ

)

∂v1
∂x

+

(
∫ t

0

v1dτ

)

∂v1
∂z

(3)
Здесь u = u (x, z, t) и v = v (x, z, t) — горизонталь-
ная и вертикальная составляющие эйлеровой скорости,
а uL = uL (x, z, t) и vL = vL (x, z, t) — горизонталь-
ная и вертикальная компоненты лагранжевой скорости
жидкой частички. Нижним индексом обозначена при-
надлежность к задаче соответствующего порядка ма-
лости по амплитуде волны в эйлеровом представлении.
Формулы (3) подразумевают, что в начальный момент
времени t = 0 эйлерова и лагранжевы скорости равны,
а после интегрирования координаты x, z приобретают
смысл координат x = a, z = b материальной частички
в начальный момент времени t = 0. Важно отметить,
формулы (3) можно применять только при перемеще-
ниях жидкой частички на величину порядка ампли-
туды волны. При выводе этих формул использовалось
разложение по степеням смещения частички жидко-
сти. Это позволяет без дополнительных усилий рас-
считать лагранжево поле скоростей только в нижней
жидкости. После интегрирования по времени получа-
ются искомые соотношения, описывающие траектории
движения частичек нижней жидкости:

Xw = x−Aekz sin (kx− ωt) +A2ktωe2kz,

Zw = z +Aekz cos (kx− ωt) .
(4)

В выражениях (4) учтено, что в циклическом движе-
нии жидкой частички лидирующими слагаемыми явля-
ются слагаемые первого порядка малости по амплитуде
волны, а в дрейфовом — компоненты второго поряд-
ка малости, возникающие из интегральных слагаемых

в формулах (3). В формулах (4) как раз и выписаны
только главные слагаемые, характеризующие цикличе-
ские и дрейфовые свойства движения жидкой частич-
ки.

Чтобы корректно применить формулы (3) для расче-
та лагранжевой скорости частичек верхней движущей-
ся жидкости, необходимо сначала преобразовать эйле-
рово описание поля ее скоростей в эйлерово же опи-
сание, связанное с системой отсчета, движущейся со
скоростью U0 вдоль оси Ox. Без уменьшения общно-
сти полагалось, что оси старой и новой систем коорди-
нат параллельны, а при t = 0 начала обеих координат-
ных систем совпадают. При пересчете свойств волно-
вого движения в новую систему отсчета принципиаль-
но важно учесть эффекта Доплера и изменить частоту
волнового движения на новое значение w = ω − kU0.
В новой системе отсчета применение формул (3) и ин-
тегрирование по времени приводит к выражениям для
траекторий жидкой частички верхней жидкости (в дви-
жущейся со скоростью U0 вдоль оси Ox системе отсче-
та):

Xa = x+Ae−kz sin (kx− wt) +A2ktwe−2kz ,

Za = z +Ae−kz cos (kx− wt) .
(5)

Также, как и в случае с соотношениями (4) для цик-
лических и дрейфовых слагаемых оставлены только
лидирующей составляющие полного выражения. Коор-
динаты x и z, входящие в эти формулы, имеют смысл
констант. Они описывают «среднее» положение части-
цы при t = 0 и являются одинаковыми в обеих рас-
смотренных системах отсчета. В этой связи, формулы
(5) описывают не волновой, а циклический процесс
(аналогичный колебаниям часового маятника), кото-
рый в рамках преобразований Галилея при переходе
в любую другую инерциальную систему отсчета со-
храняет частоту своего повторения. В связи со ска-
занным, при обратном переходе в неподвижную систе-
му отсчета частоту изменять не нужно. Таким обра-
зом, для получения вида траекторий частичек верхней
жидкости в неподвижной системе отсчета отнесенной
к нижней жидкости достаточно изменить лишь пра-
вую часть первого соотношения (5) — добавить в нее
слагаемое U0 t.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ

В рассматриваемой модели волновое движение
с длиной волны λ = 2π/k является бегущей волной
постоянной амплитуды, только если тангенциальный
скачок скорости на поверхности раздела жидкостей,
измеряемый значением U0, не превышает критического
значения:

U0 ≤ U∗ =
k2γ (ρa + ρw) + g (ρa − ρw)

k ρaρw
.

Если U0 > U∗ решением задачи является бегу-
щая волна с экспоненциально нарастающей во времени
амплитудой и описывает начальную стадию развития
неустойчивости тангенциального разрыва скорости.

Анализ выражений (4) и (5) показал, что характер
движения индивидуальных жидких частичек примы-
кающих к поверхности раздела жидкостей с разных
сторон не настолько самоочевиден, чтобы оказаться
простым следствием неких заранее высказанных ка-
чественных рассуждений.

Для определенности, рассматривались волновые
движения, описывающие распространение волны вдоль
направления горизонтальной оси Ox (слева направо
для стороннего наблюдателя). В неподвижной систе-
ме отсчета, связанной с нижней жидкостью, частички
этой жидкости совершают циклические движения по
часовой стрелке с небольшим смещением вправо, по-
сле каждого цикла. Частички же верхней жидкости
при U0 = 0 циклически петляют с той же частотой
против часовой стрелки, с каждым периодом также
несколько смещаясь вправо. С увеличением U0 пери-
од циклических движений частиц верхней жидкости
увеличивается вместе с дрейфовым сдвигом за период.
Петли траекторий частичек верхней жидкости с ростом
U0 растягиваются до тех пор, пока не трансформиру-
ются в плавные периодические линии без самопере-
сечений. Эти линии продолжают «распрямляться» и,
при достижении скорости верхней жидкости значения
U0 = ω/k, полностью вытягиваются в горизонтальные
прямые. Условие U0 = ω/k означает, что скорость верх-
ней жидкости сравнялась с фазовой скоростью, рас-
пространяющейся по границе раздела волны. В этих
условиях частички нижней жидкости продолжают со-
вершать петлеобразные движения со сдвигом вправо,
а частички верхней жидкости участвуют лишь в общем
поступательном движении со скоростью U0 = ω/k.

При дальнейшем увеличении скорости U0 > ω/k тра-
ектории частичек нижней жидкости снова выгибают-
ся в периодические волнообразные кривые. При пе-
реходе к неустойчивому режиму U0 > U∗ амплитуда
этих волнообразных движений начинает расти со вре-
менем. Для частичек нижней жидкости будет наблю-
даться нарастание амплитуды циклических движений,
как и прежде, совершаемых по часовой стрелке. Дрей-
фовая компонента движения нижней жидкости тоже
начнет увеличиваться со временем.

В системе отсчета, движущейся вместе с верхней
жидкостью, со скоростью U0 движение частичек верх-
ней жидкости будет выглядеть иначе. При увеличении
U0 от нуля до значения ω/k наблюдатель будет «до-
гонять» убегающие от него гребни волн и регистриро-
вать увеличение периода циклического движения ча-
стиц верхней жидкости, сопровождаемого уменьшени-
ем дрейфовой скорости вдоль направления распростра-
нения волны. При U0 = ω/k и циклическое и дрейфо-
вое движения полностью прекратятся, верхняя жид-
кость превратится в покоящуюся, а волновой рельеф
поверхности раздела «застынет» во времени. С даль-
нейшим увеличением скорости U0 > ω/k движущейся
с верхней жидкостью наблюдатель зафиксирует движе-
ние гребней волн влево и возобновление циклических
движений жидких частичек, но уже по часовой стрел-
ке. При этом появиться нарастающее с увеличением
U0 среднее дрейфовое движение влево — по движе-
нию гребней волн (в выбранной системе отсчета). При
переходе к неустойчивому режиму U0 > U∗ амплитуда
циклического и скорость дрейфового движения начнут
расти со временем.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Характер движения индивидуальных жидких частиц
вблизи возмущенной волновым движением горизон-
тальной поверхности раздела двух несмешивающих-
ся жидкостей существенно зависит от скорости отно-
сительного движения контактирующих сред. Частич-
ки относящиеся к разным жидкостям могут совершать
как противонаправленные так и сонаправленные цик-
лические движения с различным периодом. При опре-
деленных условиях движение частичек одной из жид-
костей вырождается в простое прямолинейное движе-
ние с постоянной скоростью.
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