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Проведено исследование некоторых особенностей слабодисперсионного предела для уравнения
Гарднера с положительным и отрицательным знаком кубической нелинейности и положительным
членом квадратичной нелинейности посредством численного моделирования эволюции длинного
колоколообразного импульса с полярностью, противоположной знаку квадратичной нелинейности.
Выполнен статистический и спектральный анализ полученных волновых полей.
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Уравнение Гарднера является фундаментальной ма-
тематической моделью, используемой во многих обла-
стях физики для описания слабонелинейных слабодис-
персионных волн, когда необходимо учитывать влия-
ние нелинейности более высокого порядка — кубиче-
ской. При этом коэффициенты квадратичной и кубиче-
ской нелинейностей могут быть как положительными,
так и отрицательными, в зависимости от контекста фи-
зической задачи [1–4].

Для исследования слабодисперсионного режима
в рамках безразмерного уравнения Гарднера с поло-
жительным и отрицательным коэффициентом кубиче-
ской нелинейности была проведена серия численных
экспериментов по эволюции длинного колоколообраз-
ного импульса отрицательной полярности, у которо-
го варьировалась амплитуда и ширина. Подобная на-
чальная задача решалась в работе [5] для уравнения
КдВ, а для уравнения Гарднера с различными знаками
кубической нелинейности рассматривалось начальное
условие в виде комбинации прямоугольных импуль-
сов [6, 7].
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Для моделирования эволюции широкого колоколо-
образного импульса использовался численный код для
интегрирования уравнения (1), основанный на неяв-
ном псевдо–спектральном методе [8], который позво-
ляет сохранять интегралы, определенные формулами
(в рамках численной задачи пределами интегрирова-
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ния служат границы расчетной области):
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ηdx, E =
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η2dx. (3)

Начальное условие (2) дополняется периодически-
ми граничными условиями. Используемый численный
код неоднократно верифицировался при моделирова-
нии волновых процессов различной природы (см., на-
пример, [9, 10]).

Как известно [10], уравнение Гарднера с отрицатель-
ным коэффициентом кубической нелинейности облада-
ет классическими солитонными решениями только по-
ложительной полярности, имеющими предельную ам-
плитуду (ограничение сверху), равную одной безраз-
мерной единице. Поэтому эволюция импульсов (2) от-
рицательной полярности (амплитуды которых варьиро-
вались от 0.1 до 3 безразмерных единиц, а ширины
по уровню (1/2)a были равны утроенным ширинам со-
литонов Гарднера положительной полярности соответ-
ствующей амплитуды (для a > 1 — предельной)) про-
ходила по единому сценарию с образованием нели-
нейной волны Эйри (рис. 1). Спектр эволюционирую-
щего волнового поля в этом случае имеет качественно
такую же структуру, как и спектр волны Эйри, по-
лученной в рамках слабодисперсионного предела для
уравнения Кортевега-де Вриза при дезинтеграции им-
пульса (2) ([11]) и в полулогарифмический шкале име-
ет асимптотику в виде прямой линии. Статистический
анализ волнового поля (а именно, функция вероятно-
сти превышения уровня для каждого момента времени)
позволяет сделать вывод об отсутствии механизмов об-
разования волн экстремальной амплитуды, хотя взаи-
модействие генерируемых волн в редких случаях по-
рождает несущественные «выбросы». С течением вре-
мени наблюдаемая высота волн становится значитель-
но меньшей по сравнению с высотой первоначального
импульса.
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Рис. 1: Эволюция импульса (2) с амплитудой 0.1 и шириной, в три раза большей, чем у солитона Гарднера такой же амплитуды
(x0 = 14). Черная линия –– решение уравнения Гарднера с отрицательной кубической нелинейностью, пунктир –– линейное
решение, пунктир со звездочками -— нелинейное решение

Рис. 2: Эволюция импульса (2) с амплитудой, равной трем безразмерным единицам, и шириной, равной ширине алгебраиче-
ского солитона, в уравнении Гарднера с положительной кубической нелинейностью

Для уравнения Гарднера с положительным коэффи-
циентом кубической нелинейности могут существовать

солитоны положительной полярности, бризеры (нели-
нейные осцилляторные волновые пакеты), а также со-
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Рис. 3: Эволюция импульса (2) с амплитудой 1 и шириной, в три раза большей, чем у солитона Гарднера с амплитудой 0.9999.
Черная линия –– решение уравнения Гарднера с положительной кубической нелинейностью, пунктир –– линейное решение,
пунктир со звездочками –– нелинейное решение

литоны отрицательной полярности, но с ограничением
по амплитуде: она должна быть не менее двух безраз-
мерных единиц (что равно амплитуде алгебраического
солитона).

В этом случае амплитуды импульсов (2) выбирались
равными одной, двум и трем безразмерным единицам
(то есть меньше, равными и больше амплитуды алгеб-
раического солитона), а ширины — одной (x0 = 0.46),
пяти (x0 = 2.33) ширинам алгебраического солито-
на, либо трем ширинам гарднеровского платообразно-
го солитона с амплитудой 0.9999 безразмерных единиц
(x0 = 35).

Для самой маленькой ширины при амплитуде, рав-
ной одной безразмерной единице, наблюдается образо-
вание нелинейной волны Эйри; при амплитуде, равной
двум, — генерация бризера малой амплитуды с боль-
шой шириной огибающей на фоне дисперсионного вол-
нового цуга, а при амплитуде, равной трем, — узко-
го бризера с амплитудой, почти совпадающей с высо-
той исходного начального возмущения (рис. 2). Гене-
рация бризеров приводит к качественному изменению
вида спектральных графиков — появлению «полочек»
на плавно спадающей спектральной кривой.

При ширине, равной пяти ширинам алгебраическо-
го солитона, и амплитуде, равной единице, образу-
ется бризер; при амплитуде, равной двум, — бри-
зер и солитон; а при амплитуде, равной трем, —
алгебраический солитон и два солитона, близ-

ких к семейству солитонов модифицированного
уравнения Кортевега–деВриза.

Наиболее интересная динамика наблюдается при
эволюции самых широких из рассматриваемых им-
пульсов, так как при всех выбранных амплитудах ге-
нерируются бризеры и солитоны отрицательной по-
лярности, часть из которых находится на пьедестале,
взаимодействующие в силу периодичности граничного
условия (рис. 3). Во всех рассмотренных случаях появ-
ляются уединенные волны, амплитуды которых в два
раза превышают высоту начального возмущения. При
набегании солитонов на осцилляторный волновой па-
кет происходит кратковременное увеличение ее ампли-
туды, которое, однако не приводит к появлению суще-
ственных выбросов в волновом поле, как в случае вза-
имодействий солитонов разной полярности, генерируе-
мых при эволюции длинной синусоидальной волны [4].

Таким образом, в настоящей работе для всех рас-
смотренных случаев проведен статистический анализ
волнового поля: построена функция вероятности пре-
вышения уровня для каждого момента времени, про-
ведено сравнение с известными статистическими за-
конами распределения, проанализирована возможность
возникновения волн экстремальной амплитуды. Также
выполнен спектральный анализ решения, проанализи-
рована эволюция спектра Фурье во времени.
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We study some peculiarities of the small dispersion limit for the Gardner equation with positive and negative sign of cubic
nonlinear term and positive quadratic nonlinear term by numerical modeling of evolution of long bell–shaped pulse with a polarity,
opposite to the sign of the quadratic nonlinearity. A statistical and spectral analysis of wave fields is carried out.
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