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Для метода FDTD описана процедура рекуррентного повышения порядка точности, не требую-
щая модификации стандартных уравнений. Метод продемонстрирован на примере задачи о распро-
странении импульса в свободном пространстве. Проведены вычисления с построением апостериор-
ной асимптотически точной оценки погрешности и с повышением порядка точности.
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Метод конечных разностей во временной области
(FDTD — finite-difference time-domain) является мощ-
ным инструментом для решения прикладных задач
электродинамики. В его основе лежит дискретизация
уравнений Максвелла по конечно-разностной схеме
Йе [1, 2]. В случае линейной среды она обладает вто-
рым порядком аппроксимации по пространству и по
времени [3], является условно устойчивой [4] и сходит-
ся с порядком точности p = 2 [5, 6] при выполнении
условия Куранта [7].

Одним из способов уменьшения численной диспер-
сии, возникающей в двумерном и трехмерном случаях,
является повышение порядка точности алгоритма. В
работах [8, 9] был предложен модифицированный ме-
тод FDTD: пространственные производные аппрокси-
мировались центральными разностями с четвертым по-
рядком точности. В данной работе мы предлагаем ис-
пользовать другой подход, позволяющий производить
расчеты с высоким порядком точности и не требующий
модификации стандартных уравнений метода FDTD.

Как правило, теоретические априорные оценки точ-
ности являются мажорантными. Если для какой-то
конкретной задачи и удается построить асимптотиче-
скую оценку, то на практике она зачастую оказыва-
ется недостижимой, так как для многомерных задач
даже современные суперкомпьютеры не всегда могут
обеспечить требуемую малость шага. Поэтому теоре-
тического исследования сходимости метода недоста-
точно. Программа должна, одновременно с получе-
нием ответа, находить фактическую оценку его по-
грешности и выдавать значение эффективного порядка
точности p.

Известно, что погрешность вычислений с помощью
стандартного метода FDTD на равномерной сетке око-
ло 1.5% при шаге по пространству h не более 1/20
длины волны λ [10]. Такие значения были получе-
ны на основании сравнения с точным решением. Од-
нако оно известно далеко не всегда. С помощью ме-
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тода сгущений сетки (метода Ричардсона) [11] мож-
но построить апостериорную асимптотически точную
оценку погрешности, не требующую знания точного
решения и его производных. Для этого достаточно из
теоретического анализа разностной схемы установить
значение p.

Решение на более подробной сетке может быть экс-
траполяционно уточнено в тех узлах, которые сов-
падают с узлами самой грубой из сеток. Результат
такого уточнения, по своей сути, является результа-
том расчета методом более высокого порядка точно-
сти p+ 2. Процедуру уточнения можно сделать рекур-
рентной [12, 13], что позволяет повысить порядок точ-
ности результата вычислений. Формулы m-ого уточне-
ния на k раз сгущенной сетке имеют следующий вид:

Rm−1
k =

νm−1
k − νm−1

k−1

rp+2(m−1)
− 1

;

νmk = νm−1
k +Rm−1

k ;

pm−1
k =

lg(Rm−1
k−1 /Rm−1

k )

lg r
.

(1)

Здесь R — оценка погрешности по Ричардсону, ν —
сеточное решение, r = 2 — коэффициент сгущения
сетки. Отметим, что такие вычисления требуют лишь
небольшого числа арифметических операций, но при
этом позволяют существенно повысить порядок точно-
сти. Каждое последующее сгущение требует повыше-
ния гладкости решения на две единицы.

В качестве теста рассмотрим задачу о распростране-
нии в свободном пространстве электромагнитного им-
пульса, возбужденного излучающей линией с заданной
плотностью тока. На рис. 1 представлены погрешности
сеточного решения по Ричардсону для схемы Йе (верх-
няя линия) и для рекуррентных уточнений (1) в за-
висимости от числа узлов сетки в двойном логариф-
мическом масштабе. Порядок точности указан около
кривых.

Сходимости с порядком p соответствует прямая ли-
ния с наклоном tgα = −p. Хорошо видно, что при
увеличении N значения погрешностей для схемы Йе
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асимптотически выходят на прямую линию с накло-
ном −2. Поэтому построенные оценки являются до-
стоверными и строго обоснованными. На достаточно
подробных сетках погрешности решений, полученных
в результате рекуррентных уточнений, выходят на фон
ошибок округления. Этот фон тем выше, чем больше
N , поэтому избыточно подробные сетки выбирать не
следует.

В данном примере уже в случае восьмого порядка
регулярный участок кривой сходимости содержит все-
го 3 точки. По этой причине уверенно отследить по-
ведение эффективного порядка точности не удается.
Поэтому целесообразно ограничиться шестым поряд-
ком точности. При h = λ/20 он дает относительную
погрешность 2.32 × 10−7, что на 5 порядков меньше,
чем погрешность, указанная в [13] (показана белым
маркером).

Полученные результаты позволяют не только найти
численное решение с высокой точностью, но и доказать
существование единственного точного решения задачи
в том классе функций, для которых исследовалась ап-
проксимация (в данном случае, бесконечное число раз
дифференцируемых). Это можно сделать, опираясь на
теоремы из [14, 15].

В данной работе мы ограничились одномерной зада-
чей. Поскольку в методе Ричардсона сгущения произ-
водятся одновременно по всем переменным, то описан-
ная процедура повышения порядка точности вычисле-

ний элементарно переносится на двумерный и трехмер-
ный случаи.

Рис. 1: Погрешности при сгущении сеток и рекуррентных
уточнениях. Цифры около линий — порядок точности, белый
маркер — значение погрешности из работы [10]
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For the FDTD method, we describe an order of accuracy increasing procedure which does not require any modification of the
standard equations. The method is demonstrated on a problem of the pulse propagation in free space. Calculations with obtaining
a posteriori asymptotically precise estimate and increasing the order of accuracy up to six are carried out.
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