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В работе рассмотрена нелинейная краевая задача для уравнения, называемого в приложениях
уравнением типа реакции–диффузии–адвекции, решения которой имеют пограничные и внутренние
переходные слои (контрастные структуры). Доказано существование таких решений, построена
асимптотика и получена оценка ее точности. Исследование основано на дальнейшем развитии
асимптотического метода дифференциальных неравенств и позволяет установить устойчивость по
Ляпунову контрастных структур
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Рассмотрим краевую задачу для нелинейного сингу-
лярно возмущенного уравнения

ε2∆u − f(ε∇u, u, x) = 0,

x = (x1, ..., xN ) ∈ D ⊂ RN ,
(1)

u(x, ε) = g(x), x ∈ ∂D, (2)

где ε > 0 — малый параметр, функции f , g(x) и грани-

ца ∂D — достаточно гладкие, ∆ =
∑

N

k=1
∂2

/

∂x2
k

—
оператор Лапласа. Под обозначением ε∇u подра-
зумевается зависимость функции f от аргументов
ε∂u/∂x

k
, k = 1, N , причем f удовлетворяет условию

не более чем квадратичного роста по ∇u. Решения
этой эллиптической задачи являются стационарными
решениями соответствующей параболической задачи
для уравнения, называемого в приложениях уравнени-
ем типа реакции-диффузии-адвекции.

Интерес к уравнению (1) обусловлен его многочис-
ленными приложениями, для которых определенное
значение имеют два частных случая задачи (1), (2):

f = ε(A(u, x),∇u) +B(u, x), (3)

f = ε2
N
∑

k=1

Ak(u, x) (∂u/∂xk)
2
+B(u, x), (4)

где A(u, x) − n — мерная вектор-функция с достаточ-
но гладкими компонентами. Например, уравнение Бюр-
герса, возникающее в теории нелинейных волн, при
определенных обобщениях может быть сведено к од-
номерному уравнению типа (1), (3). Краевые задачи
для уравнения типа (1), (3) встречаются при описании
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процесса переноса газовой примеси в приземном слоем
атмосферы. При моделировании процесса прохождения
теплового фронта в твердотельном образце с нелиней-
ными характеристиками в случае установившегося ре-
жима приходим к краевой задаче (1), (2), (4). В ка-
честве еще одного приложения задачи (1), (2) можно
отметить математическую модель реакции–диффузии–
адвекции, возникающую в задачах разработки новых
методов нефтедобычи и описывающую процесс внутри-
пластового горения, где при рассмотрении стационар-
ного режима приходим к краевой задаче для уравнения
типа (1), (3).

Формальная асимптотика решения погранслой-
ного типа строится в рамках основного требо-
вания, согласно которому вырожденное уравнение
f(0, u, x) = 0 имеет изолированное решение u = ϕ(x)
при условии, что fu(0, ϕ(x), x) > 0, x ∈ D̄. Далее, при
определенных ограничениях на функцию g(x) [1] уда-
ется доказать существование решения с асимптотикой
вида

u(x, ε) = ū(x, ε) + Πu(ρ, η, ε), (5)

где ū(x, ε) = ū0(x) + εū1(x) + ... — регулярный ряд,
описывающий решение вне малой окрестности грани-
цы, Πu(ρ, η, ε)= Π0u(ρ, η)+εΠ1u(ρ, η)+ ... — погранич-
ный ряд, описывающий пограничный слой в окрест-
ности границы ∂D, ρ = r̄/ε, (r̄, η)− локальные коор-
динаты, определенные в окрестности ∂D [1]. Чле-
ны регулярного разложения определяются как реше-
ния конечных уравнений. Члены погранслойного раз-
ложения определяются как решения краевых задач,
разрешимость которых устанавливается. Справедливы
следующие оценки:

|Πku(ρ, η)| ≤ Ck exp(−χkρ),

χk > 0, Ck > 0, ρ → ∞.
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Контрастные структуры При исследовании за-
дачи (1), (2) на наличие решений с внутренни-
ми переходными слоями основным требованием яв-
ляется условие существования изолированных ре-
шений u = ϕi(x), i = 1, 3 вырожденного уравнения
f(0, u, x) = 0 таких, что fu(0, ϕi(x), x) > 0, i = 1, 3,
fu(0, ϕ2(x), x) < 0 при x ∈ D̄.

Определим множество
{

Ω̄
}

достаточно гладких за-
мкнутых поверхностей в области D с локальны-
ми координатами (r, θ1, ..., θN−1) в малой окрестности
каждой поверхности [2]. При описании контрастных
структур существенную роль играет присоединенная
система

∂ṽ/∂ξ = f(l1(r, θ)ṽ, .., lN(r, θ)ṽ, ũ, r, θ),

∂ũ/∂ξ = ṽ, −∞ < ξ < +∞,
(6)

где r и θ рассматриваются как параметры (набор
параметров θ1, ..., θN−1 для краткости обозначим θ),
l1(r, θ), ..., lN (r, θ) — известные функции. Для каждой
поверхности из множества

{

Ω̄
}

определим функцию

H(r, θ) ≡ ṽ+(0, r, θ)− ṽ−(0, r, θ), (r, θ) ∈ [−δ; δ]× Θ̄ ,

где δ — мало, Θ̄ — область изменения координа-
ты θ на поверхности Ω̄, ṽ±(ξ, r, θ) — решения систе-
мы (6) с условиями ũ∓(∓∞, r, θ) = ϕi(r, θ), i = 1, 3,
ṽ∓(∓∞, r, θ) = 0. Достаточное условие, обеспе-
чивающее существование контрастных структур в
задаче (1), (2), формулируется следующим обра-
зом: существует поверхность Ω0 ⊂

{

Ω̄
}

такая, что
H(0, θ) = 0, Hr(0, θ) > 0, θ ∈ Θ0 , где Θ0 — область

изменения координаты θ на поверхности Ω0.
Асимптотическое разложение решения типа кон-

трастной структуры получается в результате C1 —
сшивания двух асимптотик погранслойного типа

u−(x, ε) = ū−(x, ε) +Qu−(ξ, θ, ε),

u+(x, ε) = ū+(x, ε) + Πu(ρ, η, ε) +Qu+(ξ, θ, ε),
(7)

где ū±(x, ε) — регулярные ряды, Πu(ρ, ε) —
пограничный ряд, описывающий пограничный

слой в окрестности границы ∂D (см. п. 1),
Qu±(ξ, θ, ε) = Q0u

±(ξ, θ)+εQ1u
±(ξ, θ) + ... — ря-

ды, описывающие пограничные слои в окрестности
поверхности перехода Ω, уравнение которой в ло-
кальной системе координат, введенной в окрестности
поверхности Ω0 известным способом [2], ищется в
виде

r = ελ1(θ) + ε2λ2(θ) + ... (8)

Построение разложений (7) выполняется в соответ-
ствии с результатами п.1. Коэффициенты ряда (8) яв-
ляются решениями конечных уравнений, которые по-
лучаются с использованием условия C1 — сшивания
асимптотик (7) на поверхности перехода Ω.

Требование H(r, θ) ≡ 0 для любой поверхности из
множества

{

Ω̄
}

выделяет критический случай. Оче-
видно, что это условие не позволяет определить по-
верхность Ω0, которая теперь определяется посред-
ством другого уравнения, вытекающего из условия
C1 — сшивания асимптотик (7) на поверхности Ω. По-
строение асимптотических разложений (7) выполняет-
ся по аналогии с ранее рассмотренным случаем. Отли-
чие состоит в том, что для определения членов ряда
(8) получается последовательность линейных диффе-
ренциальных задач, разрешимость которых устанавли-
вается.

Существование решений с асимптотиками (5) и (7)
обусловлено свойствами нелинейной функции f и до-
казывается на основе асимптотического метода диффе-
ренциальных неравенств, напр. [3], так что имеют ме-
сто оценки |u(x, ε)− U

n
(x, ε)| ≤ Cεn+1, где Un(x, ε) —

частичная сумма n — го порядка ряда (5) или (7),
константа C не зависит от ε. Если рассмотреть эти
решения как стационарные решения соответствующих
параболических задач, то их устойчивость по Ляпуно-
ву следует из известных результатов (напр. [3]).

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект
№16–01–00437.
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We consider a nonlinear boundary value problem for an equation of reaction- diffusion-advection type whose solutions have
boundary and internal transition layers (contrast structures). We prove the existence of such solutions, construct their asymptotics,
and estimate its accuracy. The analysis is carried out with the use of the asymptotic method of differential inequalities and permits
one to prove the Lyapunov stability of the contrast structures.
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