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Формирование квадратной решетки оптических вихрей в результате четырехволнового
взаимодействия в модели широкоапертурного лазера
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С помощью системы уравнений Максвелла–Блоха исследовано формирование квадратной ре-
шетки оптических вихрей. Получена укороченная система уравнений, описывающая нелинейное
взаимодействие четырех волн. Квадратная решетка оптических вихрей получена также численно.
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В широкоапертурных лазерах нелинейное взаи-
модействие большого числа поперечных мод мо-
жет приводить к спонтанному появлению слож-
ных пространственно-временных оптических структур,
в том числе квадратных решеток оптических вихрей.
Квадратные решетки оптических вихрей эксперимен-
тально наблюдаются в микрочиповом лазере на кри-
сталле Nd:YVO4 [1–3], в широкоапертурном CO2 лазе-
ре, работающем на одной продольной моде [4], в твер-
дотельном лазере с оптической накачкой на кристалле
LiNdP4O12 [5], в Na2 лазере [6], в полупроводнико-
вом вертикально излучающем лазере [7]. Наблюдае-
мые структуры в разных типах лазеров поразитель-
но похожи, несмотря на различие между физическими
процессами, участвующими в излучении света.

Динамика широкоапертурного лазера, работающе-
го на одной продольной моде, описывается системой
уравнений Максвелла–Блоха, учитывающей попереч-
ное распределение оптического поля [8]:

dE/dt = σ (P − E) + ia∆E,

dP/dt = − (1 + iδ)P +DE,

dD/dt = −γ [D − r + 0.5 (E∗P + EP ∗)],

(1)

где E, P , D — безразмерные огибающие электрическо-
го поля, поляризации и инверсии населенности соот-
ветственно; γ = γ||/γ⊥ и σ = γc/γ⊥, γ|| — скорость ре-
лаксации инверсии, γc — полуширина энергетической
полосы пропускания резонатора, δ = (ωa − ωc) /γ⊥ —
расстройка между центром линии усиления и часто-
той резонатора, нормированная на полуширину линии
усиления; ∆⊥ — двумерный лапласиан, x, y — попереч-
ные координаты, нормированные на ширину апертуры
d, a = c2/

(

2ωγ⊥d
2
)

— дифракционный параметр; r —
накачка, нормированная на пороговое значение.
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В работе [9] показано, что в случае δ > 0 простей-
шим устойчивым решением системы (1) является ре-
жим генерации под углом к оси резонатора и соответ-
ствующая ему бегущая волна оптического поля в по-
перечной плоскости:

E = E0 exp (i (k⊥r+Ωt)) ,

P = P0 exp (i (k⊥r+Ωt)) , D = D0,
(2)

где |E0|
2

= r − 1, D0 = 1, P0 = E0, Ω = −δ,
k2⊥ = k20 = δ/a.

Хорошо известно, что квадратная решетка вихрей
образуется в результате нелинейного взаимодействия
четырех бегущих волн, точнее, двух пар антиколли-
неарных волн. Волновые вектора этих пар направлены
взаимно перпендикулярно. Будем искать решение си-
стемы уравнений (1) в виде суммы четырех волн вида:

E(t, r) =
4

∑

j=1

Ej(t) exp(i(kjr+Ωt)),

P (t, r) =

4
∑

j=1

Pj(t) exp(i(kjr+Ωt)),

D(t, r) = D0 +

4
∑

j=1

dj,j(t) exp(2ikjr)+

+

4
∑

j=1

dj,j+1(t) exp(i(kj + kj+1)r).

(3)

где k1 ↑↓ k2, k3 ↑↓ k4, k1⊥k3, |kj | =
√

δ/a,Ω = −δ,
j = 1, 2, 3, 4, 1, 2, ... Здесь dj,j и dj,j+1 — ком-
плексные амплитуды стационарных возмущений ин-
версии D. Индексирование ведется по соответствую-
щим волновым векторам, причем имеют место соотно-
шения:

dj,j = d∗j+2,j+2, dj,j+1 = d∗j+2,j+3 (4)

так как инверсия D должна быть вещественной вели-
чиной.
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Рис. 1: Квадратная решетка оптических вихрей: а — распределение интенсивности, б — распределение фазы.

Подставляя (3) в исходную систему (1), и учитывая
лишь гармоники низших порядков, получим систему

обыкновенных дифференциальных уравнений для ком-
плексных амплитуд четырех взаимодействующих волн:

∂tEj = σ(Pj − Ej),

∂tPj = −Pj +D0Ej + Ej+1dj,j + Ej+2dj,j+3 + Ej+3dj,j+1,

∂tD0 = −γ
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(5)

где j = 1, 2, 3, 4, 1, 2, — циклическая перестановка.
Система обыкновенных дифференциальных уравне-

ний (5) описывает нелинейное взаимодействие четырех
волн вида (2). Система уравнений (5) имеет несколь-
ко положений равновесия, каждое из которых соответ-
ствует своей оптической структуре (одиночная бегу-
щая волна, стоячая волна, решетка вихрей первого по-
рядка).

Решение в виде квадратной решетки оптических
вихрей имеет вид:

|Ej |
2 = |Pj |

2 =
r − 1

5
, D0 = 1 +

r − 1

5
,

dj,j =
1− r

5
ei(ϕj−ϕj+2), dj,j+1 = 0,

(ϕ1 + ϕ3)− (ϕ2 + ϕ4) = π,

(6)

Интерференция четырех волн с фазовым соотноше-
нием (6) дает решетку оптических вихрей. Показано,
что решение (6) устойчиво по отношению к малым воз-
мущениям.

Для численного моделирования системы урав-
нений (1) использовался псевдоспектральный
метод расщепления по физическим факторам
(SplitStepFourierMethod). Использовались перио-
дические граничные условия и случайные начальные
условия. Численное моделирование подтвердило, что
в системе (1) наблюдается спонтанное возникновение
квадратной решетки оптических вихрей (рис. 1).

С помощью системы уравнений Максвелла–Блоха
исследована пространственно-временная динамика ши-
рокоапертурного лазера. Получена система укорочен-
ных уравнений, описывающая взаимодействие четы-
рех волн, распространяющихся во взаимно перпен-
дикулярных направлениях. Показано что полученная
система уравнения имеет несколько положений рав-
новесия, каждое из которых соответствует своей оп-
тической структуре: одиночная бегущая волна, сто-
ячая волна квадратная решетка оптических вихрей.
Показано, что вихревая решетка является устойчи-
вым решением. Проведенное численное моделирова-
ние подтвердило, что в исследуемой системе наблю-
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дается спонтанное возникновение квадратной решетки
оптических вихрей.
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Formation of square vortex lattice as a result of four–wave mixing in a model
of wide–aperture laser
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Formation of square optical vortex lattice was investigated using Maxwell-Bloch system. Reduced system describing nonlinear
interaction of four waves was obtained. A square optical vortex lattice also was obtained numerically.
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