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Рассматривается математическая модель для исследования предельного вакуумного тока в про-
летном канале микроволнового устройства терагерцового диапазона. Для расчетов используется
метод конечных элементов,позволяющий учитывать произвольную геометрию поперечного сечения
канала и форму поперечного сечения электронного потока.
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Рассматривается пролетный канал микроволнового
устройства, нагруженный круглым электронным пуч-
ком, фокусируемым бесконечно большим магнитным
полем. Движение аксиально-симметричного электрон-
ного пучка считается одномерным. Такая система яв-
ляется хорошей моделью для оценки ряда параметров
различных электронных микроволновых устройств,
широко используемых в современной технике, на-
пример, клистронов с распределенным взаимодействи-
ем [1]. Представляет интерес оценка предельных ваку-
умных токов и поперечное распределение скалярного
потенциала в случае терагерцового диапазона, когда
радиус пролетного канала R меньше рабочей длины
волны R < λ0/4.

В качестве математической модели используется
двумерная краевая задача в поперечном сечении про-
летного канала для нелинейного уравнения Пуассона
с граничными условиями Дирихле:

∆U = −
Iinj

ε0Sbc

√

1− 1/ (1 + |e0|U/m0c2)
2

, (1)

U |
Γ
= Ud. (2)

Здесь U — распределение потенциала в сечении кана-
ла, ток инжекции Iinj = const, ε0 — диэлектрическая
постоянная, e0 и m0 — заряд и масса электрона соот-
ветственно, Sb — площадь поперечного сечения элек-
тронного пучка, c — скорость света, Ud — потенциал
на границе канала. В данной работе рассматривает-
ся сплошной круглый пучок радиуса rb с различными
значениями коэффициента заполнения канала k. Рас-
пределение тока инжекции Iinj по сечению канала рав-
номерное и для случая k = 0.5 показано на рис. 1.

Задача (1), (2) описывает стационарное распределе-
ние потенциала в случае, когда ток инжекции мень-
ше предельного вакуумного тока. Если ток инжекции
больше предельного вакуумного тока, то необходимо
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Рис. 1: Нормированное на единицу распределение тока ин-
жекции по сечению пролетного канала.

рассматривать нестационарную постановку задачи, так
как в этом случае стационарное решение не суще-
ствует [2], и итерационный процесс, применяемый для
его нахождения, расходится. Этот факт используется
в алгоритме нахождения предельного вакуумного то-
ка. В начале итераций задается небольшое значение
тока инжекции, и для него итерационным процессом
рассчитывается распределение потенциала U . В слу-
чае сходимости итерационного процесса ток инжек-
ции увеличивается, и данный расчет проводится снова.
Указанный процесс повторяется, пока не будет найде-
но значение тока, при котором итерационный процесс
разойдется. Обычно при решении такой задачи в слу-
чае сходимости требуется не более 10 итераций.

На каждой итерации в качестве метода решения
уравнения Пуассона с известной правой частью ис-
пользуется метод конечных элементов [3]. Отметим,
что применение метода конечных элементов позволяет
учитывать произвольную геометрию поперечного сече-
ния канала и форму поперечного сечения электронного
потока. Используя старое обозначение для потенциала,
делается замена переменных, и уравнение (1) на i-й
итерации переписывается в следующем виде:

−∆U i = F i, (3)

F i = −
Iinj

ε0Sbc

√

1− 1/ (1 + |e0| (Ud − U i−1)/m0c2)
2

.

(4)
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В качестве нулевого приближения выбирается
U0 = 0. В методе конечных элементов используется
слабая постановка краевой задачи. Для уравнения (3)
с учетом однородного граничного условия она имеет
вид: найти такие U i ∈ Ḣ1, что ∀v ∈ Ḣ1 выполнено

(

∇U i,∇v
)

=
(

F i, v
)

, (5)

где (u,v) — скалярное произведение, определяемое как
интеграл по сечению канала от произведения функций
u и v, Ḣ1 — пространство Соболева.

При численном решении задачи (5) функция Ui

ищется из пространства функций с конечным носите-
лем. В качестве последних в данной работе выбирают-
ся базисные функции первого порядка, т. е. пирамиды
Куранта [4]. Сходимость численного решения к точно-
му решению по норме Ḣ1 при данном выборе базиса
есть O(h) [4].

Рис. 2: Пример разбиения сечения пролетного канала на тре-
угольные конечные элементы.

Для вычислений используется свободно распростра-
няемая программа freefem++ [5]. На границе области
берется 300 точек, далее с помощью которых внут-
ренняя область разбивается на треугольники (рис. 2).
С помощью встроенного в программу для триангуля-
ции области алгоритма Делане–Вороного [6] сече-
ние канала разбивается на 15640 конечных элементов.
При дальнейшем разбиении области точность расче-
тов практически не возрастает. Количество итераций
при решении нелинейного уравнения Пуассона не пре-
вышает 6. Расчеты проводятся на компьютере с двухя-
дерным процессором с частотой 3.06 ГГц и оперативной
памятью 4Гб. Расчетное время не превышает 28 с.

На основе математической модели проводится расчет
предельного вакуумного тока для различных значений
радиуса электронного пучка и потенциала на грани-
це, исследуется распределение потенциала в сечении
канала при различных значениях тока инжекции Iinj .
Проводится сравнение полученного предельного тока
с результатами, полученными по аналитической фор-
муле из работы [2]:

Ilim = 17

(

γ2/3 − 1
)3/2

1 + 2 ln(R/rb)
, (6)

где:

γ =≈ 1 +
Ud [kV ]

511
. (7)

Радиус пролетного канала R = 0.25мм. На рис. 3
приводится зависимость, полученного численно и ана-
литически предельного вакуумного тока, от коэффи-
циента заполнения канала электронным пучком k при
Ud = 16.5 кВ. Для случая, когда k = 0.5 (при этом ра-
диус электронного пучка rb = 0.125мм) и потенциал
на границе Ud = 16.5кВ, полученный с помощью МКЭ
вакуумный предельный ток составляет Ilim = 26.6А.

Рис. 3: Зависимость предельного вакуумного тока Ilim от
коэффициента заполнения электронным пучком пролетного
канала k.

Распределение потенциала U(r) при токе инжекции
Iinj = 0.3А в случае, когда потенциал на границе
Ud = 16.5кВ и коэффициент заполнения пролетного
канала электронным пучком k = 0.5, показан на рис. 4.
Результаты численного и аналитического расчета пре-
дельного вакуумного тока при различных значениях
потенциала на границе при k = 0.5 приведены в табл. 1.

Из приведенных данных для предельных вакуумных
токов следует, что основным ограничением на вели-
чину тока в пролетном канале является метод фор-
мирования электронного пучка. Для ввода электрон-
ного потока в пролетный канал малого поперечного
сечения необходимо использовать электронные пуш-
ки с достаточно большим коэффициентом компрессии
Cj = (Sk/Sb), где: Sk — площадь катода.

Исследование выполнено при финансовой поддерж-
ке РФФИ в рамках научного проекта №14-01-
31397мол_а.
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Таблица I: Предельный вакуумный ток при различных зна-
чениях Ud

Ud [kB] Inp [A], Inp [A],

аналитическая теория расчет МКЭ

2 0.94 1.1

4 2.7 3.2

6 4.9 5.8

8 7.6 9.0

10 10.6 12.6

12 13.9 16.5

14 17.5 20.8

16 21.3 25.4

18 25.4 30.3

20 29.7 35.5

22 34.3 39.9

24 39.0 46.6 Рис. 4: Зависимость нормированного потенциала U(r)/Ud от
радиуса r при Iinj = 0.3.
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