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Системы с запаздывающей обратной связью широ-
ко распространены среди объектов живой и неживой
природы. Исследованию таких систем способствует на-
личие формализованных представлений об их структу-
ре и динамике в виде дифференциальных уравнений
с запаздывающим аргументом. Особую роль системы
с запаздыванием играют при моделировании биологи-
ческих систем. Это связано с низкими скоростями рас-
пространения сигналов в организме, что требует явно-
го учета времени запаздывания в моделях [1–4]. Моде-
ли в виде дифференциальных уравнений с задержкой
широко используются также для описания радиофизи-
ческих и оптических систем [5–9]. Наличие матема-
тической модели открывает возможности для прогно-
зирования поведения объекта в различных условиях
и при изменении управляющих параметров, а также
оценивания параметров системы, недоступных непо-
средственным измерениям, по сигналу системы.

Универсального метода реконструкции, позволяюще-
го производить динамическую реконструкцию систем
по их реализациям не существует [10]. Поэтому ис-
следователи вынуждены предлагать методы, ориенти-
рованные на узкие классы систем, учитывая особен-
ности структуры конкретных объектов. Задача рекон-
струкции параметров периодических систем с задерж-
кой дополнительно осложнена простотой их колеба-
тельных режимов, несущих малое количество инфор-
мации об исследуемой системе. В таких ситуациях ме-
тоды реконструкции, хорошо зарекомендовавшие себя
при анализе хаотических систем, оказываются непри-
менимыми или имеют узкие границы применимости.

В силу того что поведение близкое к периодическому
особенно характерно для систем биологического про-
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исхождения, задача реконструкции периодических си-
стем важна как для получения фундаментальных зна-
ниях о живых объектах, так и для решения приклад-
ных задач медицинской диагностики [11–13]. Поэтому
настоящая работа посвящена изучению границ приме-
нимости известных ранее и предложенного нами ори-
гинального метода реконструкции систем с запаздыва-
нием по зашумленных периодических временным ря-
дам на примере системы барорефлекторной регуляции
среднего артериального давления [2]. Модельное урав-
нение имеет вид дифференциального уравнения перво-
го порядка с запаздыванием:

εẋ(t) = −x(t) + f(x(t − τ)), (1)

где τ — время запаздывания, ε — инерционность, а
нелинейная функция f имеет следующий вид:

f(x) = k

(

r∗

1 + αe− βx
−

r∗

1 + αeβx

)

. (2)

При ε = 2, τ = 3.6, α = 1, β = 2, r∗ = 1, k = −1.65
исследуемая система демонстрирует периодические ко-
лебания с периодом около 10 с.

В нашем исследовании мы рассматривали границы
применимости пяти методов оценки времени запазды-
вания, широко применяемых для анализа хаотических
систем, и подхода, основанного на использовании до-
полнительной системы с синхронным откликом [14].
В рамках исследования сопоставлялись следующие из-
вестные методы: оценка автокорреляционной функции
(АКФ), построение статистики распределения экстре-
мумов [10], подсчет информационной энтропии [15],
расчет филл–фактора траектории системы в трехмер-
ном пространстве [16], определение длины проекции
траектории системы в двумерное пространство [17].

Важнейшим этапом реконструкции систем с запаз-
дыванием является восстановление времени задержки.
Этот шаг, как правило, выполняется на первом этапе
реконструкции. При этом небольшие ошибки при оцен-
ке τ приводят к резкому росту погрешности при после-
дующей оценке остальных параметров системы [14].
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Если τ восстановлено точно, то прочие параметры мо-
гут быть реконструированы, например, с помощью ме-
тода предложенного в [17]. Поэтому, в данной работе
мы использовали точность оценки времени запаздыва-
ния в качестве критерия работоспособности сопостав-
ляемых подходов, считая допустимой ошибку в одну
единицу шага выборки.

Предложенный нами метод восстановления времени
задержки основан на использовании дополнительной
системы с синхронным откликом. Временной ряд x(t)
исследуемой системы подается на вход вспомогатель-
ной системы, имеющей структуру аналогичную иссле-
дуемой, но с разорванной петлей обратной связи. Затем
мы вычисляем разность сигналов z(t) = x(t)− ν(t), где
ν(t) — сигнал вспомогательной системы. Если пара-
метры вспомогательной системы идентичны парамет-
рам исследуемой, то дисперсия D разностного сигнала
z(t) будет определяться только шумами. Таким обра-
зом, параметры оценивались путем минимизации целе-
вой функции D(τ, ε, f) — дисперсии сигнала z(t).

В ходе численного моделирования мы подверга-
ли систему воздействию измерительных и динамиче-
ских шумов, всегда присутствующих в реальной си-
стеме. Интенсивность добавленного шума рассчитыва-
лась как отношение среднеквадратичного отклонения
шума к стандартному отклонению системы без шума,
выраженное в процентах.

Также в ходе численных экспериментов мы оцени-
вали зависимость точности реконструкции параметров
от уровня динамических шумов. Важно отметить, что
широкополосное шумовое воздействие на динамику си-
стемы в некоторых случаях может облегчить рекон-
струкцию параметров. Внешний широкополосный сиг-
нал, например импульсы, интервалы между которыми
меняются по случайному закону, будет сталкивать тра-
екторию с аттрактора, и система будет постоянно нахо-
дится в режиме переходных процессов. Однако исполь-
зование такого подхода не всегда приводит к положи-
тельным результатам. Случайная последовательность
импульсов вводилась в динамику исследуемой систе-
мы в соответствии с представлениями, предложенными
в работе [3] следующим образом:

εẋ(t) = −x(t) + f(x(t− τ)) + y(t), (3)

где y(t) — динамический шум, представляющий собой
последовательность симметричных биполярных прямо-
угольных импульсов длительность которых равна 1,
а расстояние между передними фронтами импульсов
меняется случайным образом в интервале от 3 до 5.
Такие параметры воздействующего сигнала были вы-
браны в связи с тем, что они могут быть качествен-
но воспроизведены в натурном эксперименте в физио-
логических тестах с механической или электрической
стимуляцией групп каротидных барорецепторов с ча-
стотой от 3 до 5 секунд. В ходе проведенных исследо-
ваний использовались и другие временные параметры
такого воздействующего импульсного сигнала, однако

преимуществ по сравнению с указанными параметра-
ми не было выявлено.

В качестве внешнего воздействия нами также ис-
пользовались цветные шумы с различными распреде-
лениями и случайные последовательности импульсов
различной формы. Однако использование именно слу-
чайной последовательности биполярных прямоуголь-
ных импульсов с невысокой скважностью оказалось
наиболее эффективным для восстановления времени
запаздывания системы (3).

В ходе проведенных исследований нами были полу-
чены следующие результаты.

Методы, основанные на оценке АКФ, расчете ин-
формационной энтропии и построении статистики рас-
пределения экстремумов не позволяют оценить вре-
мя запаздывания исследуемой периодической системы
даже в отсутствие измерительных шумов. Изменение
уровня динамических шумов не оказывает влияние
на работоспособность методик, основанных на оцен-
ках АКФ и информационной энтропии. Метод постро-
ения статистики распределения экстремумов начинает
демонстрировать локальный минимум на верном вре-
мени запаздывания при уровне динамических шумов
более 75 %, однако, при дальнейшем увеличении уров-
ня внешнего воздействия минимум не становится аб-
солютным, даже при длинах реализаций более 360 ха-
рактерных периодов (что соответствует часовой записи
в натурном эксперименте и, фактически, является пре-
делом возможностей для исследований in vivo).

Метод, основанный на определении длины проекции
траектории системы в двумерное пространство, по вре-
менному ряду автономной системы точно восстанавли-
вал значения времени запаздывания τ = 3.6 и инерци-
онности ε = 2. Для успешной реконструкции парамет-
ров оказалось достаточно реализации длиной 10 харак-
терных периодов. Однако, метод продемонстрировал
высокую чувствительность к измерительным шумам.
Даже увеличение длины реализации, вплоть до 360
характерных периодов, не позволяет провести удачную
реконструкцию в присутствии измерительного шума со
среднеквадратичным отклонением в 1%. Добавление
динамических шумов также отрицательно сказывалось
на работоспособности метода.

Мы исследовали также работоспособность метода,
основанного на расчете филл–фактора траектории си-
стемы в трехмерном пространстве с помощью подсчета
количества занятых кубических элементов этого про-
странства. Результаты численного моделирования по-
казали, что метод груб к выбранному размеру грани
куба δ при δ < 0.007. Поэтому, при расчетах мы ис-
пользовали δ = 0.0035.

Установлено, что в отсутствие широкополосного воз-
буждающего воздействия методика не позволяет вос-
становить время запаздывания. В отсутствие измери-
тельных шумов время запаздывания точно восстанав-
ливается в присутствие воздействия y(t) со средне-
квадратичным отклонением в 5% от среднеквадратич-
ного отклонения автономной системы по временной ре-
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ализации длинной 15 характерных периодов. В присут-
ствии измерительного шума со среднеквадратичным
отклонением в 1% от среднеквадратичного отклонения
автономной системы точная реконструкция времени за-
паздывания оказалась возможной при увеличении дли-
ны реализации до 360 характерных периодов и средне-
квадратичного отклонения воздействия y(t) до 75%

Метод, основанный на использовании вспомогатель-
ной системы с синхронным откликом, показал лучшую
устойчивость к измерительным шумам. При длине ре-
ализации в 360 характерных периодов метод оказался
работоспособным при уровнях измерительных шумов
от 0 до 7%. При этом наличие динамического шума
с уровнем меньше 20 % не оказывает значимого эф-
фекта на точность реконструкции τ . Отсутствие яв-
ного учета широкополосного возбуждения в структуре
вспомогательной системы приводит к потере методом
работоспособности при более высоких уровнях дина-
мического шума.

В работе выявлялись возможности и исследовались
границы применимости предложенного нами подхода
и нескольких известных методов реконструкции вре-
мени задержки генераторов с запаздывающей обратной
связью вида (1) по их временным рядам, соответству-
ющим движению системы вблизи предельного цикла.
Исследования проводились на примере временных реа-
лизаций модельной системы барорефлекторной регуля-
ции среднего артериального давления [2]. Исследова-
лась работоспособность методов при наличии возбуж-
дающего систему воздействия в виде случайной после-

довательности биполярных прямоугольных импульсов
со скважностью порядка нескольких единиц и в при-
сутствии измерительного шума.

Необходимость максимального учета априорной ин-
формации о системе для решения задачи реконструк-
ции подтверждается результатами проведенного на-
ми численного моделирования. Было установлено, что
методы, основанные на оценке автокорреляционной
функции, информационной энтропии, статистике рас-
пределения экстремумов и не учитывающие особенно-
сти структуры конкретной системы оказались неприме-
нимы для оценки параметров модели с периодической
реализацией даже в отсутствие измерительных шумов.

Результаты численного моделирования свидетель-
ствуют о том, что предложенный нами метод, исполь-
зующий вспомогательную системы с синхронным от-
кликом, демонстрирует лучшую устойчивость к из-
мерительным шумам. Метод, основанный на расчете
филл–фактора траектории системы в трехмерном про-
странстве, оказался работоспособным в наиболее ши-
роком диапазоне динамических шумов, но сильно усту-
пает нашему подходу в устойчивости к измерительным
шумам. Методика определения длины проекции тра-
ектории системы в двумерное пространство оказалась
наименее требовательной к длине реализации при ана-
лизе автономной системы, но также проявила высокую
уязвимость к шумам различной природы.

Работа была выполнена при поддержке гранта РНФ
№14-12-00291.
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