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В рамках теории адиабатических мод рассмотрена задача аналитической оценки поперечного
радиуса когерентности низкочастотного звукового поля в мелководном волноводе в присутствии
фоновых внутренних волн. Для описания вертикальных смещений жидкости использован спектр
типа Гарретта–Манка, адаптированный под условия мелкого моря. Поле внутренних волн пред-
полагалось изотропным. Для идеализированной модели волновода получены явные теоретические
зависимости радиуса когерентности от расстояния до источника, частоты звука, плотности энер-
гии внутренних волн и других параметров. Продемонстрировано качественное и количественное
соответствие между результатами теоретических оценок и данными прямого численного модели-
рования. Осуществлено сравнение полученных значений поперечного радиуса когерентности с из-
вестными данными натурных экспериментов.
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ВВЕДЕНИЕ

Определение пространственных и временных мас-
штабов когерентности звукового поля в присутствии
различных типов возмущений в мелком море важно
как для решения прямых задач [1], связанных с изу-
чением флуктуаций сигналов при их распространении
в неоднородном волноводе, так и для решения обрат-
ных, в частности, пеленгования шумовых источников
с использованием протяженных антенн [2]. Во вто-
ром случае наибольшее внимание уделяется оценке по-
перечного радиуса когерентности. В зимних услови-
ях, когда температура воды постоянна по всей тол-
ще или даже возрастает с ростом глубины, основ-
ной фактор, ограничивающий устойчивость звуково-
го поля, — поверхностные волны, возбуждаемые на
границе вода-воздух. В летний период времени из-
за прогрева верхних слоев жидкости образуется при-
донный звуковой канал, который экранирует звуко-
вые волны от верхней взволнованной ветром поверх-
ности. Указанный эффект в большей степени проявля-
ется в условиях дальнего распространения, когда зву-
ковое поле представлено лишь группой низших энер-
гонесущих мод [3]. В этой ситуации главная причи-
на снижения стабильности интерференционной карти-
ны — это гравитационные внутренние волны, генери-
руемые в слое резкого скачка температуры (термокли-
на). По своим пространственно-временным масштабам
внутренние волны в мелком море можно разделить на
три типа: 1) низкочастотные приливные и инерционные
волны с периодом ∼12 ч и длиной несколько десятков
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километров; 2) фоновые внутренние волны (линейные)
с периодом от нескольких минут до нескольких часов
и длиной до нескольких километров; 3) интенсивные
высокочастотные солитоноподобные внутренние волны
(нелинейные) с периодом в единицы минут и дли-
ной порядка сотен метров, которые возникают только
несколько раз в сутки и могут быть одиночными, ли-
бо сгруппированы в цуг [4]. Первый и третий типы
возмущений, которые в основном наблюдаются в обла-
стях океанского шельфа, формируются на его кромке
и поэтому обладают значительной анизотропией, мо-
гут быть описаны в рамках детерминированного под-
хода. Фоновые внутренние волны в отличие от солито-
ноподобных присутствуют всегда, являются преимуще-
ственно изотропными и представляют собой в большей
степени случайный процесс, подчиняющийся некото-
рой статистике. Их описание проводится с привлече-
нием аппарата теории стохастических процессов. На-
стоящая работа посвящена теоретическому изучению
влияния именно этого типа внутренних волн на попе-
речный радиус когерентности звукового поля.

Различные аспекты когерентности звукового поля
в мелководных волноводах в присутствии внутренних
волн были достаточно подробно исследованы теорети-
чески [5,6], а также в рамках численного моделиро-
вания [5, 7, 8]. В работе [8] показано, что при узкой
характеристике направленности поля внутренних волн
поперечный радиус когерентности существенно зави-
сит от направления акустической трассы и может из-
меняться от нескольких десятков до нескольких сотен
длин волн. Среди работ, в которых проводится оценка
степени когерентности звукового поля в мелком мо-
ре в летний период, необходимо выделить эксперимен-
тальные работы В.Кери [9] и Дж.Линча [10], где было
продемонстрировано, что поперечный радиус когерент-
ности низкочастотного (до 500 Гц) звука на расстояни-
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ях до 40 км ограничен 30λ (λ — длина волны).
В настоящем исследовании осуществляется вывод

аналитического выражения для пространственной кор-
реляционной функции звукового поля, когда для опи-
сания смещений слоев жидкости применяется спектр
типа Гарретта–Манка, адаптированный под условия
мелкого моря. Также в явном виде приводится выраже-
ние для поперечного радиуса когерентности звукового
поля в зависимости от параметров сигнала, характери-
стик волновода и внутренних волн для упрощенной мо-
дели мелководной среды. Отметим, что в предыдущих
публикациях, посвященных аналитической оценке это-
го радиуса, часто использовалась упрощенная модель
фоновых внутренних волн [5, 6].

1. МОДЕЛЬ ВНУТРЕННИХ ВОЛН

Известно, что внутренние волны в глубоком оке-
ане успешно моделируются с использованием класси-
ческого спектра Гарретта–Манка [11]. В мелком море
этот спектр дает завышенные значения интенсивности,
однако после его корректировки, как было показано
в [12], наблюдается удовлетворительное согласие меж-
ду расчетными и экспериментальными данными.

В настоящей работе теоретическое описание вер-
тикальных смещений слоев жидкости ζ(x, y, z), обу-
словленных внутренними волнами в мелководном вол-
новоде постоянной глубины D, проводится в декар-
товой системе координат (x, y, z) (см. рис. 1) в со-
ответствии с модифицированным спектром Гарретта–
Манка. Ось Z направлена вниз. Пространственная
корреляционная функция для ζ в предположении о
статистической однородности и изотропности внутрен-
них волн в горизонтальной плоскости может быть за-
писана в виде [13]

Рис. 1: Схема модельной задачи (вид сверху)

⟨ζ(x1, y1, z1)ζ(x2, y2, z2)⟩ = Rζ(xd, yd; z1, z2) =

=
∑
j

∫
F (Ω, j)Wj(K; z1)Wj(K; z2)J0(Krd)dΩ.

(1)

Здесь xd = x2−x1, yd = y2−y1, rd =
√
x2
d + y2d, K,Ω —

горизонтальное волновое число и частота внутренней

волны, J0 — функция Бесселя нулевого порядка. Соб-
ственные функции (вертикальные гравитационные мо-
ды) Wj определяются из решения дифференциального
уравнения [4]

d2Wj

dz2
+

N2(z)− Ω2

Ω2 − Ω2
i

K2Wj = 0,

где N(z) — профиль частоты плавучести, Ωi — инер-
ционная частота. В качестве частотного спектра внут-
ренних волн в настоящей работе используется спектр
типа Гарретта–Манка, адаптированный с учетом спе-
цифики мелкого моря [13]

F (Ω, j) = (bEGM )(bN0)
2 2

π

Ωi

Ω3

√
Ω2 − Ω2

iH(j), (2)

где H(j) = 6
/
π2j2, bN0 =

∫D

0
N(z)dz ≡ DNavg,

bEGM — множитель, относящийся к энергии внут-
ренних волн и имеющий размерность длины (типич-
ные значения 0,1–0,5 м) [14]. Этот множитель связан
с энергией, приходящейся на единицу площади, фор-
мулой E = ρ(bEGM )(bN0)

2, ρ — плотность воды. Для
внутренних волн будем использовать следующее дис-
персионное соотношение, справедливое для небольших
частот Ω ≪ max(N(z))

K =
jπ

bN0

√
Ω2 − Ω2

i . (3)

В первом приближении вариации профиля скорости
звука δc(x, y, z) = c(x, y, z) − c0(z) линейно связаны
с вертикальными смещениями ζ(x, y, z):

δc(x, y, z) = −dc0
dz

ζ(x, y, z) = GN2(z)c0(z)ζ(x, y, z),

(4)
c0(z) — вертикальный профиль скорости звука в от-
сутствие внутренних волн. Для мелкого моря фактор
G принимает значения около 0,8 с2/м.

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ОПИСАНИЯ
КОГЕРЕНТНЫХ СВОЙСТВ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ

Рассмотрим ситуацию, когда звуковое поле возбуж-
дается ненаправленным одиночным квазимонохромати-
ческим источником с частотой ω = 2πf , находящимся
в точке (0, 0, zs), и принимается на горизонтальную ан-
тенну, растянутую параллельно оси Y на расстоянии
xf и глубине zf (см. рис. 1). Для определения попереч-
ного радиуса когерентности в присутствии внутренних
волн введем пространственную корреляционную функ-
цию вида

R(2l) = ⟨p(xf , l, zf )p
∗(xf ,−l, zf )⟩ (5)
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Такой вид корреляционной функции позволяет не
осуществлять дополнительную компенсацию цилин-
дрического расхождения волнового фронта, т.к. рас-
стояния до точек наблюдения остаются одинаковыми.
Угловые скобки означают усреднение по ансамблю ре-
ализаций, что в предположении об эргодичности про-
цесса может быть эквивалентно усреднению за доста-
точно большой промежуток времени. Радиус когерент-
ности Lcoh удовлетворяет условию

R(Lcoh)/R(0) = e−1 (6)

Представим комплексную амплитуду звукового поля
в виде суммы невзаимодействующих акустических мод
(адиабатическое приближение) [3]

p(xf , l, zf ) =
∑
m

Bmeiq̄mre−iφ(l)
m , (7)

где Bm = (q̄mr)
−1/2

ψm(zs)ψm(zf )e
−γmr/2, r =

=
√
x2
f + l2, ψm(z) и ξ̄m = q̄m + iγ̄m/2 — собственные

функции (моды) и собственные значения для невоз-
мущенного волновода в задаче Штурма–Лиувилля,
φ
(l)
m — набег фазы, связанный с присутствием внут-

ренних волн, который можно выразить по теории воз-
мущений как

φ(l)
m = (q̄m cos θ)

−1 ×

×
∫ D

0

(∫ r

0

δc(x,
l

xf
x, z)/c0(z)dx

)
ψ2
m(z)k20(z)dz,

где k0(z) = ω/c0(z) — волновое число в волноводе
без внутренних волн, θ = arctan (l/xf ). Подставляя
(7) в (5) и опуская члены, отвечающие за межмодовую
интерференцию, получим

R(2l) =
∑
m

B2
m

⟨
e−i(φ(l)

m −φ(−l)
m )

⟩

Для гауссовского случайного процесса это выражение
можно переписать как

R(2l) =
∑
m

B2
me

− 1
2

⟨
|φ(l)

m −φ(−l)
m |2

⟩
(8)

Вводя обозначение

s(l, z) = c−1
0

∫ xf

0

(
δc(x,

l

xf
x, z)− δc(x,

−l

xf
x, z)

)
dx

и интегральный оператор вида

F (m)
z [s(l, z)] = (q̄m cos θ)

−1
∫ D

0

ψ2
m(z)k20(z)s(l, z)dz,

представим (8) как

R(2l) =
∑
m

B2
me−

1
2F

(m)
z1

F (m)
z2

⟨s(l,z1)s(l,z2)⟩. (9)

Выражение в угловых скобках можно развернуть с уче-
том (4) и (1)

⟨s(l, z1)s(l, z2)⟩ = 2G2N2(z1)N
2(z2)×

×
∑
j

∫
F (Ω, j)Wj(K, z1)Wj(K, z2)×

×2xf

K

(
cos θ − sin(2Kl)

2Kl

)
dΩ. (10)

После интегрирования (10) по частоте Ω с учетом
дисперсионного соотношения (3) и выражения для мо-
дифицированного спектра Гарретта–Манка (2) и пола-
гая, что Wj(K, z) = Wj(K0, z), получим формулу для
пространственной корреляционной функции

R(2l) =
∑
m

B2
me−

4
π2 (bEGM )(bN0)Ωixf (2l)

2 ∑
j Ajj

−1D2
mj ,

(11)
где

Dmj = (q̄m cos θ)
−1

∫ D

0

ψ2
m(z)k20(z)×

×Wj(K0 z)GN2(z)dz,

Aj =
11

6
− γ − ln

(
jπ

2lΩi

bN0

)
,

γ = 0.5572.. — постоянная Эйлера.

3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА РАДИУСА
КОГЕРЕНТНОСТИ ДЛЯ ИДЕАЛИЗИРОВАННОЙ

МОДЕЛИ ВОЛНОВОДА

Чтобы найти выражение для поперечного радиуса
когерентности в явном виде в простейшем случае сде-
лаем следующие достаточно грубые упрощения в отно-
шении параметров волновода. Первое: градиент скоро-
сти звука в водном слое мал, так что все акустические
моды достигают верхней границы и могут быть аппрок-
симированы модами идеального волновода

ψm(z) =

√
2

D
sin

(πmz

D

)
, (12)

q̄m =

√
k20 − (πm/D)

2
, k0 = ω/c̄0(z).
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Второе: частота плавучести имеет постоянное значение
N0 по всей глубине волновода. В таком случае грави-
тационные моды имеют вид

Wj(z) =
1

N

√
2

D
sin

(
πjz

D

)
. (13)

Используя выражения (12) и (13) и полагая

cos θ ≈ 1, получим

Dmj =
1

q̄m

1

π

√
2

D

(
2πf

c̄0

)2

GN0

(
8m2

j(4m2 − j2)

)

для нечетных j и Dmj = 0 — для четных. С учетом
этого соотношения (11) можно записать как

R(2l) =
∑
m

B2
m exp


− 8

π4

k40
ξ̄2m

G2(bEGM )N3
0Ωixf (2l)

2
∑
j=5G

Aj

j3

(
8m2

4m2 − j2

)2

 . (14)

В сумме по j в (14) будет доминировать слагаемое,

относящееся к первой моде j = 1 и
8m2

4m2 − j2
≈ 2,

а Aj ≈ ln(N0/Ωi). Положим, что звуковое поле пред-
ставлено низшими энергонесущими модами, для кото-
рых ξ̄m ≈ k0 = 2π/λ, λ — длина волны, и их ампли-
туды Bm равны между собой. Принимая во внимание
все эти допущения и условие (6) запишем

Lcoh =
πD

8G
√
2N0(E/ρ)A1Ωixf

λ. (15)

Полученное выражение в явном виде демонстрирует,
что поперечный радиус когерентности линейно зависит
от длины акустической волны λ и глубины волновода
D, а также обратно пропорционален квадратному кор-
ню из таких величин, как: расстояние до источника
звука xf , плотность энергии внутренних волн E, инер-
ционная частота Ωi. Оно может быть использовано для
качественной оценки поведения радиуса когерентности
при различных геометрических параметрах волновода
и характеристиках внутренних волн.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ОЦЕНОК

Модельные расчеты пространственной корреляцион-
ной функции были проведены с использованием фор-
мулы (9) для типичных условий Атлантического шель-
фа США. Волновод имел постоянную глубину D =
80м. Профиль скорости звука c(z) и профиль ча-
стоты плавучести N(z) представлены на рис. 2. Дно
рассматривалось как однородное жидкое поглощаю-
щее полупространство с параметрами: скорость зву-
ка 1600м/с, плотность 1800 кг/м3, коэффициент по-
глощения 0,33 дБ/λ. Энергетическая характеристика
внутренних волн выбиралась равной bEGM =0,25м,
что соответствует плотности энергии E = 230Дж/м2

и среднеквадратичному значению вертикального сме-
щения жидкости в термоклине σζ ≈ 3м.

На рис. 3 показаны нормированные корреляционные
функции (9) для отдельных акустических мод и для
суммарного акустического поля на частоте 400 Гц при
расположении источника звука и приемной антенны
около дна на глубине 75м на расстоянии 20 км друг
от друга. Как следует из анализа рис. 3, среднее зна-
чение поперечного радиуса когерентности равно при-
мерно 130λ. Наблюдается приемлемое соответствие
с оценкой, выполненной с использованием формулы
(15), — 145λ. Сравнение полученных цифр со сред-
ними величинами поперечного радиуса когерентности,
рассчитанными в ходе прямых численных эксперимен-
тов для двух взаимно перпендикулярных направлений
акустической трассы и сходных условий [8], показа-
ло удовлетворительное согласие, что может говорить
об адекватности сделанных при выводе формулы (15)
допущений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено выражение для пространственной корре-
ляционной функции звукового поля в перпендикуляр-
ном к акустической трассе направлении при нали-
чии внутренних волн, описываемых модифицирован-
ным спектром Гарретта–Манка. На базе этого вы-
ражения выведена упрощенная формула для оцен-
ки поперечного радиуса когерентности в мелком мо-
ре. Выполненные оценки (∼100 длин волн) находят-
ся в хорошем соответствии с результатами, получен-
ными в других работах по численному моделирова-
нию [5, 8]. Однако, при сравнении с эксперименталь-
ными данными, которые дают значительно меньшие
значения (20–40 длин волн) для поперечного радиу-
са, вновь стоит отметить [6, 8], что фоновые внутрен-
ние волны, по всей видимости, не являются главным
источником разрушения когерентности звукового поля
в мелком море. Здесь, скорее всего, основной вклад
вносят (квази)детерминированные неоднородности.
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Рис. 2: Профиль скорости звука (а) и профиль частоты плавучести (б)

Рис. 3: Нормированные пространственные корреляционные функции для отдельных мод и суммарного звукового поля
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Sound field transverse coherence length estimation in shallow water in the presence
of background internal waves
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Using the theory of adiabatic modes, the problem of low-frequency sound field transverse coherence length estimation is
considered analytically for a shallow-water waveguide in the presence of background internal waves. The Garrett–Munk style
spectrum modified for a shallow-water environment is exploited to describe vertical displacements of the liquid. Internal wave field
is assumed to be isotropic. Explicit dependencies of the coherence length on the source range, sound frequency, energy density
of internal waves, and other parameters are obtained. Qualitative and quantitative agreement between analytical estimates and
numerical simulation results is demonstrated. The comparison of the transverse coherence length estimates with the experimental
data is performed.
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