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Нелинейное возбуждение акустической волны двумя звуковыми волнами накачки исследуется
в трехфазном морском осадке, который состоит из твердого каркаса и жидкой фазы, содержащей
воздушные полости (бабблоны). Чтобы избежать образования гармоник, взаимодействие рассмат-
ривается в интервале частот, в котором наблюдается значительная дисперсия скорости звука. Полу-
чены нелинейные уравнения, описывающие взаимодействие акустических волн в морских осадках,
содержащих в жидкой фазе воздушные полости. Получено выражение для амплитуды возбужден-
ной волны и проведено численное исследование ее зависимости от расстояния и от резонансных
частот бабблонов.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе нелинейное возбуждение акустической вол-
ны двумя звуковыми волнами накачки, распространя-
ющимися в разных направлениях, исследуется в трех-
фазном морском осадке, то-есть в осадке, который со-
держит воздушные полости в его жидкой фазе. Из-
вестно, что нелинейные осцилляции газовых баббло-
нов приводят к значительному увеличению нелиней-
ных свойств однородных сред [1–4], а также нелиней-
ности морских осадков, содержащих воздушные поло-
сти в жидкой фазе [5,6]. В работе [7] нелинейное вза-
имодействие трех акустических волн рассматривалось
в двухфазном морском осадке с однородной жидкой
фазой. В настоящей работе нелинейное возбуждение
звука в трехфазном морском осадке рассматривается,
как и в работе [7], в частотном интервале, где наблю-
дается значительная дисперсия скорости акустической
волны [8–11]. Дисперсия скорости звука препятству-
ет образованию гармоник, что делает возможным на-
блюдение трехволнового взаимодействия в более ясной
форме.

1. ТЕОРИЯ

Задача состоит в нахождении амплитуды акустиче-
ской волны (ω3, k3), возбужденной звуковыми волна-
ми накачки (ω1, k1) и (ω2, k2) вследствие нелинейных
колебаний воздушных полостей. Частоты и волновые
векторы взаимодействующих волн удовлетворяют за-
конам сохранения энергии-импульса

ω1 + ω2 = ω3, k1 + k2 = k3.

При решении задачи мы основываемся на известной
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модели Био, представленной в работе [12] в ясной фор-
ме уравнений непрерывности и сохранения импульса
для жидкой и твердой фаз
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В этих уравнениях опущены нелинейные гидродина-
мические слагаемые, поскольку, как было отмечено вы-
ше, нелинейные процессы определяются, главным об-
разом, нелинейными осцилляциями воздушных поло-
стей, содержащихся в жидкой фазе осадка. В уравне-
ниях (1) ρm — средняя плотность смеси воды и воз-
духа бабблонов; ρs — плотность твердого каркаса (в
уравнениях индекс «0» относится к равновесным зна-
чениям); v и u — скорости жидкой и твердой ком-
понент осадка; p — давление в воде; m — пористость
осадка; σxx — эффективные напряжения в пористой
среде (см. работу [12]),

σxx = −(k + 4/3µ)
∂ρs
ρ0s

+
k

ks
p,

k и µ — объемный модуль и модуль сдвига пористой
среды.

В уравнениях (1) мы можем для простоты огра-
ничиться одномерным случаем, так как углы между
тремя волнами достаточно малы. Действительно, чис-
ленные оценки [7] показывают, что для используемой
в данном случае экспериментальной ситуации углы
между направлениями распространения соответствен-
но волн (ω1, k1), (ω2, k2) и направлением распростра-
нения волны (ω3, k3) (пусть это будет ось х) равны
приблизительно θ1 ≈ 25◦ и θ2 ≈ 18◦.

Дальнейшие вычисления, выполненные одним из ав-
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торов доклада в работе [13], приводят к уравнениям
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Здесь n — концентрация воздушных полостей, V —
объем полости. Уравнения (2) должны быть дополнены
уравнением для отдельной газовой полости [3]

V̈ + ω2
0V + fV̇ − αV 2 − β(2V̈ V + V 2) = εp, (3)

где ω0 — резонансная частота бабблона. Коэффици-
енты в уравнении (3) выражаются через равновесный
объем полости V0, его радиус R0 и показатель адиаба-
ты γ,

α = ω2
0(1 + γ)/2V0, β = 1/6V0,

ε = 4πR0/ρ0f , f = δω0,

δ — безразмерный коэффициент поглощения колеба-
ний воздушных полостей.

Как было отмечено выше, для того, чтобы трехвол-
новое взаимодействие наблюдалось наиболее отчетли-

во, следует использовать диапазон частот со значи-
тельной дисперсией скорости звука. Как и в работе [7],
будут использованы экспериментальные данные публи-
кации [8], которые приведены на рис. 2 в статье [11].
Используя эти данные, выберем частоты волн, равные
ω1 = 2π · 2 · 103c−1, ω2 = 2π · 3 · 103с−1, для которых
суммарная частота равна ω3 = ω1+ ω2 = 2π ·5 ·103с−1

Будем искать решение уравнений (2), (3) в форме

pi = 1/2[Pie
i(kix−ωit) + к.с.],

Vi = 1/2[Vie
i(kix−ωit) + к.с.], i = 1, 2, 3,

где Pi, Vi — амплитуды акустических волн и колеба-
ний бабблонов.

Единственный нелинейный член в уравнениях (2),
который обеспечивает нелинейное взаимодействие, это
последний член первого уравнения. На самом деле это
слагаемое есть сумма линейной части Vl и нелиней-
ной части Vn. Нелинейная часть Vn, ответственная за
нелинейное возбуждение волны p3 волнами p1, p2, мо-
жет быть получена из уравнения (3) в виде

V n =
[α− β(ω2

1 + ω2
2 + ω1ω2)]ε

2p1p2
(−ω2

3 + ω2
0 − ifω3)(ω2

1 − ω2
0 + ifω1)(ω2

2 − ω2
0 + ifω2)

. (4)

При решении уравнения (2) используем так называ-
емое приближение заданного поля, то есть мы пре-
небрегаем изменениями амплитуд P1, P2 вследствие
нелинейности и считаем, что их изменения связаны
только с линейными осцилляциями полостей, приво-
дящими к дисперсии в среде. Используя соотношение
(4), получаем решение уравнения (2) для амплитуд P1,
P2, P3, которые предполагаются медленно меняющи-
мися на расстоянии порядка длины волны,

∂P1

∂x
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∂P2

∂x
= ib2P2,

∂P3
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= ib3P3 − iaP1P2.

(5)
В уравнениях (5) использованы следующие обозна-

чения:
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1− ω2
j /ω

2
0 − iδjω2

j /ω
2
0

, j = 1, 2, 3,

где
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,
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m
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]
,

ν = 1−m− k/ks,

P0 — равновесное давление в жидкой фракции осадка,
которое связано с другими равновесными параметрами
воздушной полости формулой ω2

0 = 3γP0/ρ0R
2
0.

Величина а в последнем из уравнений (5) есть вер-
шина нелинейного взаимодействия, равная
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Как видно из уравнений (5), мнимые части вели-
чин bj определяют диссипацию акустических волн. Эта
диссипация связана с потерями энергии вследствие ко-
лебаний бабблонов, и эти потери заметно растут, ко-
гда резонансная частота бабблонов ω0 приближается
к одной из частот взаимодействующих волн. Числен-
ные оценки показывают, что в частотном диапазоне,
где ω0 или значительно больше или, наоборот, значи-
тельно меньше частот взаимодействующих волн, по-
глощение волн, вызванное осцилляциями бабблонов,
заметно ниже, чем акустическое поглощение гидроди-
намической природы, которое не присутствует в урав-
нениях (5). Но экспериментальная величина этого по-
глощения должна быть принята во внимание для оцен-

ки реального возможного расстояния взаимодействия
волн. Это расстояние не может превышать длин по-
глощения возбуждающих волн. Амплитудный коэф-
фициент поглощения этих волн равен соответственно
α1 ≈ 0.8 · 10−3см−1 и α2 ≈ 3 · 10−3см−1 (см. ста-
тью [11]). Это соответствует расстояниям поглощения
волн приблизительно ∼1250 см и ∼330 см, и таким об-
разом, расстояние взаимодействия волн не может пре-
вышать ∼330 см.

Если при x = 0 амплитуда P3 возбуждаемой волны
на уровне флуктуаций, то есть практически равна ну-
лю, решение уравнений (5) может быть представлено
в виде

|P3|2 = ω2
3 |P1|2|P2|2E(x)

[
1 + γ − (1/3ω2

0)(ω
2
1 + ω2

2 + ω1ω2)
]2 (

4γ2P 2
0D

)−1
, (6)

где

E(x) = e−2Imb3x + e−2Im(b1+b2)x − 2e−2Im(b1+b2+b3)x cos[Re(b1 + b2 − b3)x],

D = ω2
1Θ2Θ3 + ω2

2Θ1Θ3 + ω2
3Θ1Θ2 + 2ω1ω2Θ3Φ1,2 − 2ω1ω3Θ2Φ1,3 − 2ω2ω3Θ1Φ2,3. (7)

В формуле (7) введены следующие обозначения:

Θj = α2
j + β2

j , Φj,k = αjαk + βjβk, j, k = 1, 2, 3,

αj = 1− ω2
j /ω

2
0 , βj = δjω

2
j /ω

2
0 .

2. ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ
РЕЗУЛЬТАТОВ

Проанализируем полученную амплитуду |P3| воз-
бужденной волны, а именно, ее зависимость от рассто-
яния при различных резонансных частотах воздушных

полостей и от резонансной частоты полости при фик-
сированном расстоянии. Для проведения этого анализа
и для численных оценок используем следующие значе-
ния величин [8,11,14]:

P0 ≈ 3× 106 дин/см2, P1 = P2 ≈ 105 дин/см2, γ = 1, 4, nV = 10−5,

ω1 = 4π × 103 c−1, ω2 = 6π × 103 c−1, ω3 = 10π × 103 c−1, δj ≈ 4× 10−2,

ρf = 1 г/см3, ρs = 2, 65 г/см3, m = 0, 4, c = 1, 7× 105 см/с,

k = 109 дин/см2, µ = 5× 108 дин/см2, ks = 3, 6× 1011 дин/см2.

Поскольку полученная формула (6) является доста-
точно сложным алгебраическим выражением, в дан-
ной работе проведено численное моделирование по-
ведения амплитуды звуковой волны |P3| для раз-
личных резонансных частот полостей и для раз-
личных расстояний. Результаты численного анализа
показывают следующее.

1. Зависимость отношения |P3| / |P1| от расстоя-
ния для резонансной частоты бабблонов ω0,
меньшей частот всех трех волн, например, для
ω0 = 4π × 102 c−1. Расстояние меняется в интер-
вале 100 < x < 300 см. В этом случае на всем
расстоянии величина |P3| на несколько порядков
меньше, чем |P1|.
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2. Резонансная частота полости равна одной из ча-
стот взаимодействующих волн. Зависимость от-
ношения |P3| / |P1| от расстояния в интервале
100 < x < 300 см следующая.

(a) ω0 = ω1. Отношение |P3| / |P1| по-
прежнему остается малым и равно приблизитель-
но (3,5–3,6)×10−3.

(b) ω0 = ω2. Отношение |P3| / |P1| становится
больше, порядка 3×10−2, и немного уменьшает-
ся с расстоянием из-за поглощения, вызванного
осцилляциями полостей.

(с) ω0 = ω3. Отношение |P3| / |P1| чуть боль-
ше, чем в предыдущих двух случаях, порядка
4×10−2, и слегка уменьшается с расстоянием.

Уменьшение отношения |P3| / |P1| с расстояни-
ем в последних трех случаях связано с тем, что
частота бабблонов в этих случаях всегда в ре-
зонансе с одной из частот взаимодействующих
волн, что ведет к увеличению потерь. С другой
стороны, это свидетельствует о том, что нелиней-
ный процесс в этом диапазоне частот слишком
слабый, чтобы преодолеть поглощение.

Рис. 1: Зависимость отношения |P3| / |P1| от соотношения
частот ω0/ω3 на расстоянии x = 300 см для всего диапазона
частот ω0, начиная с частот, намного меньших частот вза-
имодействующих волн вплоть до частот, намного больших
частот ω1, ω2 и ω3

3. Резонансная частота полостей ω0 больше частот
всех взаимодействующих волн, пусть она будет
равна ω0 = 4π × 104 c−1. Расстояние меняется
в интервале 100 < x < 300 см. В этом случае ам-
плитуда |P3|медленно растет, начиная со значе-
ния ≈ 0,17 |P1|, и достигает величины ≈ 0,3 |P1|.
Это означает, что нелинейные колебания баббло-
нов с высокой резонансной частотой обеспечива-
ют эффективное нелинейное возбуждение звуко-
вой волны с суммарной частотой.

Наконец, исследуем зависимость амплитуды возбуж-
денной волны от резонансной частоты полости.

На рисунке представлена зависимость отношения
|P3| / |P1| от соотношения частот ω0/ω3 на расстоянии
x = 300 см для всего диапазона частот ω0, начиная
с частот, намного меньших частот взаимодействующих
волн вплоть до частот, намного больших частот ω1, ω2

и ω3. Для ω0 как раз между частотами ω1 и ω2 на-
блюдается узкий пик, который можно объяснить рав-
ноудаленностью частоты ω0 от резонансов с частотами
ω1 и ω2. Для ω0 > ω3 начинается практически устойчи-
вый рост амплитуды возбужденной волны |P3| вплоть
до значений |P3| ≈ 0,3 |P1|.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные результаты демонстрируют, что рас-
смотренный акустический процесс очень слабо реаги-
рует на нелинейные колебания воздушных полостей
при малых значениях резонансных частот полостей.
Однако осцилляции полостей с высокими резонансны-
ми частотами существенно влияют на рассмотренное
нелинейное взаимодействие. В этом случае амплиту-
да возбужденной акустической волны может достигать
измеримых значений, равных десятым долям ампли-
туд накачки на разумных расстояниях. Диапазон ча-
стот, где резонансная частота бабблона ω0 совпадает
с частотами звуковых волн, не является благоприят-
ным для нелинейного акустического взаимодействия
не только из-за возрастания потерь, когда осцилля-
ции полостей попадают в резонанс с взаимодейству-
ющими звуковыми волнами, но также и потому, что
ω0 недостаточно велика в таком диапазоне частот для
обеспечения эффективного нелинейного акустического
взаимодействия.
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Nonlinear acoustic-wave interaction in a three-phase medium

Ya.M. Zhileikina, A.B. Kukarkina, N.I. Pushkinab

Research Computing Center, M.V. Lomonosov Moscow State University, Moscow 119991, Russia
E-mail: aljv@msu.srcc.ru, bN.Pushkina@mererand.com

Nonlinear generation of an acoustic wave by two pump sound waves is studied in a three-phase marine sediment that consists of
a solid frame and the pore water with air bubbles in it. To avoid generation of harmonics the interaction is studied in the frequency
range where there is a considerable wave velocity dispersion. Nonlinear equations are obtained to describe the interaction of acoustic
waves in the presence of air bubbles. An expression for the amplitude of the generated wave is obtained and its dependence on
distance and on resonance frequencies of bubbles is numerically analyzed.
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