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Представлены результаты теоретических исследований нелинейного распространения звука
в кристаллизующейся жидкости, содержащей центры кристаллизации. Выявлено аномальное пове-
дение частотных и концентрационных зависимостей параметра акустической нелинейности, суще-
ственно отличающихся по своему характеру от таковых в случае жидкости с частицами без фазо-
вых превращений. Показано, что фазовые превращения оказывают сильное влияние на динамику
центров кристаллизации с размерами, характерными для экспериментов с кристаллизующимися
жидкостями в пористых средах, в которых ранее экспериментально были установлены аномалии
в поведении поглощения и дисперсии скорости звука при кристаллизации и плавлении. Показано,
что особенностью параметра акустической нелинейности в кристаллизующейся воде при монодис-
персном распределении центров кристаллизации по размерам функции является резкое возраста-
ние нелинейности при малых размерах от десятка до сотни нанометров. Отмечено, что важной
особенностью является провал при размерах в несколько сотен нанометров, когда сжимаемость
зародышей кристаллизации вследствие фазовых превращений становится отрицательной. В целом
фазовые превращения увеличивают акустическую нелинейность кристаллизующихся жидкостей.
Обнаружено, что наиболее значительное влияние фазовых превращений наблюдается на относи-
тельно низких частотах и при малых размерах центров кристаллизации.
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ВВЕДЕНИЕ

Поведение линейных и нелинейных акустических
характеристик сред вблизи точек фазового перехода,
например, жидкостей вблизи температуры кипения или
температуры кристаллизации представляет особый ин-
терес. Известно, что в линейном случае при опре-
делении акустических характеристик следует учиты-
вать фазовые превращения [1]. Оказывается, они су-
щественно влияют на поведение многих акустических
характеристик в зависимости от частоты звука и от
концентрации включений, приводя в целом ряде слу-
чаев к аномально высокому увеличению поглощения,
рассеяния и дисперсии скорости звука [1–6].

Следует ожидать подобного сильного влияния фазо-
вых превращений также и на нелинейные акустические
характеристики микронеоднородных жидкостей [7, 8].
Известно, что акустическая нелинейность в микроне-
однородных жидкостях имеет сложное динамическое
и термодинамическое происхождение и для нее харак-
терным является сочетание термодинамической нели-
нейности (уравнения состояния) собственно фазовых
включений и динамической нелинейности, обусловлен-
ной нелинейным характером уравнений гидродинами-
ки (нелинейная динамика включений в акустическом
поле). Интересным частным случаем фазового перехо-
да жидкости является случай кристаллизации жидко-
сти в пористых средах, который порой существенно
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отличаются по своему характеру от фазовых перехо-
дов, происходящих в гомогенных средах [5–7]. Выяс-
нилось, что в таких средах наблюдаются существенные
размерные эффекты, приводящие к аномальному пове-
дению поглощения и дисперсии скорости звука, к сме-
щению температуры фазового превращения.

Представляет интерес теоретически выяснить приро-
ду и характер акустических эффектов в зависимости
от размеров зародышей кристаллизации и их распре-
деления по размерам. Особый интерес представляет
теоретическое описание новых аномалий нелинейных
акустических характеристик кристаллизующихся жид-
костей.

1. СЖИМАЕМОСТЬ ЦЕНТРОВ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ

Физическую картину взаимодействия звука с фазо-
выми включениями в присутствии фазовых превраще-
ний можно пояснить на примере центров кристаллиза-
ции следующим образом [1, 8]. Для простоты будем
считать включение сферическим по форме с радиу-
сом R. Пусть на него падает гармоническая звуковая
волна Pm exp(−iωt + ik1r). Температура поверхности
центров кристаллизации TR при квазиравновесном фа-
зовом переходе в каждый момент времени изобража-
ется точками, лежащими на кривой фазового равнове-
сия Pσ(T ). Температура жидкости вблизи поверхности
центров кристаллизации следует звуковому давлению
вдоль адиабаты Ps(T ). Жидкость, прилегающая к по-
верхности центров кристаллизации, периодически ока-
зывается локально переохлажденной или перегретой
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на величину ∆T0 = Tσ − Ts, что приводит к череду-
ющимся процессам кристаллизации и плавления. Мас-
сообмен, возникающий в результате этих процессов,
приводит к дополнительному изменению объема заро-
дышей. При увеличении давления жидкость кристал-
лизуется — дополнительное изменение объема поло-
жительно, т. е. оно конкурирует с уменьшением объема
центров кристаллизации в результате механического
сжатия. Можно представить ситуацию, когда измене-
ние объема центров кристаллизации, вызванное мас-
сообменом, станет больше изменения объема за счет
только механического сжатия — возникнет эффектив-
ная отрицательная сжимаемость центров кристаллиза-
ции. Поскольку массообмен происходит на поверхно-
сти центров кристаллизации, а его сжатие осуществ-
ляется по всему объему, то ожидаемый случай может
возникнуть лишь при достаточно малых радиусах, ко-
гда влияние поверхности велико. Именно в этом слу-
чае следует ожидать значительное увеличение ампли-
туды колебаний центров кристаллизации в звуковом

поле. Очевидно, что при этом важно также рассмотре-
ние процессов теплопередачи вблизи поверхности заро-
дыша, т. к. явления кристаллизации и плавления суще-
ственным образом зависят от условий отвода теплоты
фазового перехода от межфазной границы.

Таким образом, колебания центров кристаллизации
в звуковом поле можно рассмотреть, решая совмест-
но гидродинамические уравнения, описывающие ки-
нетику фазового перехода. Для решения получен-
ной системы уравнений в работе используется тео-
рия возмущений в квадратичном приближении. В ра-
ботах [1, 8] такая процедура была выполнена и сжи-
маемость включений K согласно [1, 8] имеет вид
K (R,ω) = K (R,ω) /Q (R,ω) ≡ |K| e−iθ, где K —
собственная сжимаемость ФВ, K= − (1/V ) (dV /dP ′),
Q — инерционный множитель, имеющие сложную за-
висимость от частоты ω и радиуса R, от теплоты
фазового превращения L, и кинетического коэффи-
циента Λ, определяющего неравновесность фазового
превращения:
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Здесь ρ — плотность, σ — коэффициент поверхност-
ного натяжения жидкость-кристалл, χ — коэффици-
ент температуропроводности жидкости, L — теплота
плавления, CP и CP — теплоемкости при постоян-
ном давлении и вдоль кривой фазового равновесия,
соответственно, штрихи относятся к ФВ, коэффици-
ент Λ равен Λ = aLρ/ηTσ, a — параметр кристал-
лической решетки, η — коэффициент вязкости, ниж-
ний индекс σ у величины означает, что она опре-
делена в точке фазового перехода, так, например,
dσ = (dT/dP )σ = ∆ρT/ρρ′L — характеризует наклон
кривой фазового равновесия, ∆ρ = ρ′ − ρ.

На рис. 1 представлена зависимость K (R,ω), полу-
ченные по формулам (1)–(4) для центров кристаллиза-
ции воды. Виден максимум |K (R)| на так называемом
тепловом резонансе, располагающимся в окрестности
радиусов, сравнимых с длиной тепловой волны. Нали-
чие примеси в жидкости подобно присутствию газовой

компоненты в парогазовых пузырьках оказывает демп-
фирующее влияние на фазовые превращения. Как вид-
но из рис. 1 последнее приводит к уменьшению сжима-
емости |K (R)|. Следует обратить внимание на то, что
все аномальные эффекты резкого увеличения сжимае-
мости наблюдаются при малых R. Именно здесь про-
является новый эффект — отрицательная сжимаемость
центров кристаллизации, обусловленная фазовым пре-
вращением [1, 8, 9]. Последнее особенно хорошо видно
из поведения фазы θ(R) сжимаемости K (R).

2. ПОГЛОЩЕНИЕ И ДИСПЕРСИЯ СКОРОСТИ
ЗВУКА КРИСТАЛЛИЗУЮЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ

Прежде чем определять нелинейные характеристики
(вторые производные параметров среды), следует пред-
варительно определить линейные параметры кристал-
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Рис. 1: Cжимаемость K (R) центров кристаллизации воды

лизующейся жидкости — поглощение и дисперсию ско-
рости звука. Это можно получить, используя гомоген-
ную модель сплошной среды — среды с эффективными
параметрами, такими как эффективная сжимаемость,
скорость звука, плотность и т. п. жидкости с распре-
деленными в ней центрами кристаллизации [8, 9]. Мы
воспользуемся такой моделью, чтобы получить резуль-
таты для коэффициента поглощения и дисперсии ско-
рости звука, в том числе и при больших концентрациях
ФВ, когда известная модель Фолди [1, 8–10] неприме-
нима. Принимая во внимание, что эффективная сжи-
маемость гомогенной среды βe без фазовых превра-
щений хорошо изучена, достаточно просто обобщить
известное выражение для βe на случай кристаллизую-
щейся жидкости:

βe = β(1− x) + β′x+ (∆ρ/ρ)(β′ −K)x, (5)

где x = (4π/3)
∫ Rmax

Rmin
R3g(R)dR — объемная концен-

трация, g(R) — функция распределения ФВ по разме-
рам R.

Обобщение формулы Вуда [8, 10] для скорости зву-
ка в жидкости с фазовыми превращениями можно за-
писать в виде ce = (∂ρe/∂P )

−1/2
= (ρeβe)

−1/2, кото-
рый формально выглядит также, как известная форму-
ла Вуда, но с измененными эффективными параметра-
ми ρe = ρ(1−x)+ ρ′x и βe. Формулу для эффективной
скорости звука удобно написать в виде

ce
c

=

(
1 + x

∆ρ

ρ

)−1/2 [
1 + x

(
ρ′β′

ρβ
− ∆ρK

ρβ

)]−1/2

.

(6)
При этом следует иметь в виду, что операция умно-

жения концентрации на скобку в выражении (5) в слу-

чае произвольного распределения центров кристалли-
зации по размерам означает на самом деле выраже-
ние такого типа x (...) ≡ 4π/3)

∫ Rmax

Rmin
R3g(R) (...) dR.

Взяв мнимую и вещественную часть от выражения (6)
можно получить коэффициент поглощения и диспер-
сию скорости звука в виде

α = Im
ω
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ω

c
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1 + x

∆ρ

ρ

)1/2

×

× Im

[
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×
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− 1. (8)

Особенностью выражений (7)–(8) является то, что
в общем случае они нелинейны по концентрации цен-
тров кристаллизации. При малых концентрациях по-
лучаем выражение для α и ∆c/c, которые совпада-
ют с выражениями, определяемые с помощью формулы
Фолди [8].

На рис. 2 представлена зависимость коэффициента
поглощения звука на различных частотах от радиуса
R. Видно, что при малых R (но при сохранении объем-
ной концентрации x), коэффициент поглощения звука
резко усиливается. Это свидетельствует о существен-
ности фазовых превращений, происходящих на поверх-
ности центров кристаллизации, относительное влияние
которой усиливается с уменьшением размера центров
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Рис. 2: Коэффициент поглощения звука α(R, f) в кристаллизующейся воде при x = 0, 1%

Рис. 3: Коэффициент поглощения звука α(f, x) в кристаллизующейся воде с степенной функцией распределения центров
кристаллизации по размерам

кристаллизации. На рис. 3 представлена зависимость
коэффициента поглощения звука α(f, x) в кристалли-
зующейся воде со степенной функцией распределения
центров кристаллизации по размерам. На высоких ча-
стотах видна линейная частотная зависимость, которая
является типичной для микронеоднородных сред типа
насыщенных морских осадков. Важно отметить, что на
частотах ниже 100 кГц начинается более медленный
спад коэффициента поглощения звука по сравнению
с линейным, что свидетельствует о резком усилении
на низких частотах вклада фазовых превращений.

3. АКУСТИЧЕСКАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ
КРИСТАЛЛИЗУЮЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ

Нелинейный акустический параметр εe для микроне-
однородных жидкостей определяется формулой [8, 9]

εe = (1/2)
{
1− [(βe)p/(βe)

2]
}
. (9)

Для определения εe, следует вычислить производ-
ную по давлению от эффективной сжимаемости среды,
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Рис. 4: Параметр акустической нелинейности при преобразовании в разностную частоту ∆f (частота накачки 150 кГц) в воде
с концентрацией центров кристаллизации

содержащейся в формуле (9). Эта процедура предпо-
лагает решение системы нелинейных уравнений гид-
родинамики совместно с уравнениями кинетики фазо-
вого превращения, неравновесность которого обычно
задают в виде линейного уравнения типа уравнения
Герца–Кнудсена [1]. Уравнения решаются в квадратич-
ном приближении теории возмущении, малым пара-
метром которой является малость колебаний радиуса
центров кристаллизации. Окончательно можно найти
нелинейный параметр εe в виде

εe(x) = ε0e(x) + ε1(x) (10)

где нелинейный параметр ε0e(x), характеризующий
жидкость без фазовых превращений, и дополнитель-
ное изменение нелинейного параметра ε1(x), связанное
с фазовыми превращениями, определяются следующи-
ми выражениями [8]

ε0e =
β2

βe(x)2

(
ε(1− x) +

β′2

β2
ε′x

)
, (11)

�ε(x) = x

βe(x)2

[
∆ρ

ρ

(
β′
p −Kp

)
+

ρ′

ρ
(β′ −K)

2
+

+2

(
K − ρ′

ρ
β

)
(β′ −K)

]
. (12)

При этом следует учесть, что величина β′
P , относя-

щаяся к материалу, составляющему центров кристал-
лизации и производная от сжимаемости центров кри-
сталлизации, KP , зависит как от нелинейного пара-
метра ε′ этого материала, так и от характера нелиней-
ной динамики центров кристаллизации, т. е. от условий

генерации волны комбинационной частоты. В частном
случае генерации волны разностной частоты Ω при
распространении бигармонической волны, т. е. волны
накачки с двумя частотами ω1 и ω2, получаем

β′
P = β′2(1− 2ε′),

KP (ω1, ω2,Ω) = K(ω1)K(ω2)
∗ [1−BΩ(ω1, ω2,Ω)]/3.

Здесь величина BΩ(ω1, ω2,Ω) характеризует нелиней-
ную восприимчивость центров кристаллизации, зави-
сящую от кинетики фазового превращения и дина-
мических характеристик центров кристаллизации [8].
При отсутствии фазовых превращений, когда β = K,
получаем соотношение

εe(x) = ε0e(x).

На рис. 4 представлен параметр акустической нели-
нейности в кристаллизующейся воде при монодисперс-
ном распределении центров кристаллизации по разме-
рам. Особенностью функции является резкое (до двух
порядков) возрастание нелинейности при малых R.
Важной чертой кривых на рис. 4 является провал при
радиусах, когда формально сжимаемость зародышей
кристаллизации вследствие фазовых превращений ста-
новится отрицательной [1, 8]. Видно, тем не менее, что
в целом фазовые превращения увеличивают акусти-
ческую нелинейность микронеоднородных жидкостей
с центров кристаллизации [8].

Следует обратить внимание на нелинейную зависи-
мость параметра акустической нелинейности от кон-
центрации, представленную на рис. 5. Видно, что при
больших концентрациях центров кристаллизации пара-
метр акустической нелинейности в кристаллизующей-
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Рис. 5: Параметр акустической нелинейности ε(x,R) при преобразовании в разностную частоту ∆f = 24 кГц (частота накачки
150 кГц) в кристаллизующейся воде при различных R
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Гц

Рис. 6: Параметр акустической нелинейности ε(x,∆f) при преобразовании в разностную частоту ∆f (частота накачки
150 кГц) в кристаллизующейся воде с степенной функцией распределения центров кристаллизации по размерам

ся воде ведет себя совершенно аналогично его поведе-
нию в высококонцентрированных газожидкостных сме-
сях [8, 9].

На рис. 6 представлен параметр акустической нели-
нейности в кристаллизующейся воде при степенной
функции распределении центров кристаллизации по
размерам. Видна нелинейная зависимость от концен-
трации, но она наблюдается только при сравнитель-
но малых концентрациях, когда вклад в нелинейность

процессов кристаллизации только начинает превалиро-
вать над чисто термодинамическим вкладом, типичным
для обычных жидкостей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, показано, что фазовые превраще-
ния оказывают сильное влияние на динамику центров



РАДИОФИЗИКА, ЭЛЕКТРОНИКА, АКУСТИКА УЗФФ 5, 145310

145310-72014 УЗФФ

кристаллизации с размерами, характерными для экс-
периментов с кристаллизующимися жидкостями в по-
ристых средах [5–7], в которых ранее эксперименталь-
но были установлены аномалии в поведении погло-
щения и дисперсии скорости звука при кристаллиза-
ции и плавлении. Показано, что в кристаллизующейся
воде при монодисперсном распределении центров кри-
сталлизации по размерам функции наблюдается резкое
(до двух порядков) возрастание нелинейности при ма-
лых размерах около 20–70 нм. Отмечено, что важной
чертой является провал при размерах около 200 нм, ко-
гда формально сжимаемость зародышей кристаллиза-
ции вследствие фазовых превращений становится от-

рицательной. Нелинейный параметр, как правило, рез-
ко увеличивается при наличии фазовых превращений,
что связано с появлением дополнительного механизма
нелинейности, обусловленного фазовыми превращени-
ями. Наиболее значительное увеличение нелинейного
параметра происходит в случае, если в среде находятся
малые центров кристаллизации с размерами, близкими
к длине тепловой волны для данной частоты звука.
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On the nonlinear acoustic characteristics of a crystallizing liquids
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Results of theoretical researches of nonlinear propagation of a sound in the crystallizing liquid containing the crystallization
centers are presented. The abnormal behaviour of frequency and concentration dependences of the parameter of the acoustic
nonlinearity, essentially differing on the character from those in case of a liquid with particles without phase transformations is
revealed. It is shown, that phase transformations make strong influence on dynamics of the crystallization centers with the sizes,
characteristic for experiments with crystallizing liquids in porous environments in which anomalies in behaviour of absorption and
a dispersion of sound speed have been earlier experimentally established at crystallization and melting. It is shown, that feature of
the parameter of acoustic nonlinearity in crystallizing water at monodisperse crystallization centers is sharp nonlinearity increase
at the small sizes from ten to hundred nanometers. It is noticed, that the important feature is the failure at the sizes in some
hundreds nanometers when compressibility of crystallization center owing to phase transformations become negative. Nevertheless,
as a whole phase transformations increase acoustic nonlinearity of crystallizing liquids. It is revealed, that the most considerable
influence of phase transformations is observed on rather low frequencies and at the small sizes of the crystallization centers.
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