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Исследована зависимость структуры основных состояний четырехфермионной (1+1)–мерной
модели Намбу–Йона-Лазинио от внешних параметров (химпотенциалов), в присутствии кото-
рых модель демонстрирует свойства плотной кварковой среды в реальных физических ситуа-
циях. При наличии барионного µ и изотопического µI химических потенциалов в приближении
большого числа цветов вычислен термодинамический потенциал системы. Рассматривается
ряд частных и самый общий случай зависимости потенциала от внешних параметров. Изучена
возможность образования в плотной кварковой среде пространственно неоднородного пионно-
го конденсата для безмассового и массивного случаев. Проведен подробный анализ фазовой
структуры модели.
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ВВЕДЕНИЕ

Данная статья посвящена исследованию явления
заряженной пионной конденсации (РС) в рамках
(1+1)-мерной модели Намбу–Йона-Лазинио (НЙЛ2),
описывающей кварковую материю двух ароматов с
учетом барионного (µ) и изоспинового (µI) химиче-
ских потенциалов. Рассмотрение проводится в глав-
ном порядке 1/Nc-разложения. В отличие от исследо-
ваний, выполненных ранее в работах [1–3], где также
изучалась модель НЙЛ2 с однородным конденсатом,
мы рассмотрим неоднородный, зависящий от коорди-
наты пионный конденсат.

В последние десятилетия большой интерес вызыва-
ют исследования фазовых диаграмм квантовой хро-
модинамики, учитывающие возможность неоднород-
ности барионной материи по изотопическому составу.
Фазовые диаграммы КХД, описывающие восстанов-
ление киральной симметрии [4–6], явление цветовой
сверхпроводимости [7–11], киральный магнитный эф-
фект ([12, 13]) и явления заряженной пионной кон-
денсации [14–18], активно изучаются в присутствии
таких внешних параметров, как температуры, хими-
ческие потенциалы, внешние магнитные поля. Все эти
явления и, в том числе, явление заряженной пион-
ной конденсации, сопровождающееся спонтанным на-
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рушением непрерывной изоспиновой симметрии, мо-
гут быть описаны в терминах относительно простых
(1+1)-моделей типа Гросса–Невё, киральных эффек-
тивных лагранжианов, изучаемых в пределе большо-
го числа цветов (см., напр., [1–3, 19]).

В данной работе на основе фазовых диаграмм без-
массовой и массивной модели НЙЛ2 изучается явле-
ние заряженной пионной конденсации. При этом заря-
женный пионный конденсат, благодаря выбору анзаца
определенного вида, может быть рассмотрен как про-
странственно неоднородный, а киральный конденсат
для простоты взят в пространственно однородном ви-
де. Это облегчает изучение выбранной модели, и по-
может достигнуть понимания реальных свойств плот-
ной барионной материи и глубже разобраться в фено-
мене заряженной пионной конденсации.

1. МОДЕЛЬ

Лагранжиан (1+1)-мерной массивной модели, опи-
сывающей плотную кварковую среду в терминах u и
d кварков, имеет вид:

L = q̄
[
γρi∂ρ + µγ0 +

µI

2
τ3γ

0 − m0

]
q+

+
G

Nc

[
(q̄q)2 + (q̄iγ5�τq)2

]
(1)

где гамма-матрицы выбраны следующим образом:
γ0 = σ2, γ

1 = iσ1, γ
5 = γ0γ1 = σ3, а двукомпонентые

дираковские спиноры q(x) ≡ qiα(x), являются дубле-
том по ароматам (i = 1, 2) с соответствующими мат-
рицами Паули τk (k = 1, 2, 3) и Nc-плетом по цветам
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(α = 1, ..., Nc). Химический потенциал µ отвечает за
ненулевую барионную плотность кварковой среды, в
то время как изоспиновый химический потенциал µI

вводится для изучения случая конечной изоспиновой
плотности.

Данный лагранжиан является обобщением модели
Гросса-Невё [20] с одним типом кварков на случай
двух типов с добавлением химических потенциалов.
В отличие от обычной (1+1)-мерной модели Гросса–
Невё, имеющей симметрию U(N) по индексу арома-
та и дискретную киральную Z(2) симметрию, сим-
метрийные свойства рассматриваемой модели зави-
сят от значений введенных параметров. При µI = 0
и m = 0 кроме глобальной SU(Nc) симметрии по
цветовому индексу, исходный лагранжиан инвариан-
тен относительно преобразований киральной группы
SUL(2)× SUR(2). Однако, при µI �= 0 группа симмет-
рий сводится к UI3L(1) × UI3R(1), где I3 = τ3/2 яв-
ляется третьей компонентой оператора изоспина. От-
метим, что исходный лагранжиан инвариантен также
относительно преобразований четности.

2. БОЗОНИЗАЦИЯ

При изучении модели в целях линеаризации лагран-
жиана системы вводим новые бозонные поля σ(x) и
πa(x) (a = 1, 2, 3), определенные равенствами:

σ(x) = −2 G
Nc

(q̄q);

πa(x) = −2 G
Nc

(q̄iγ5τaq), (a = 1, 2, 3).
(2)

После соответствующей подстановки в первом по-
рядке разложения при больших значениях Nc получа-
ем для эффективного действия Seff(σ, πa) следующее
выражение:

Seff(σ, πa) = −Nc

∫
d2x

[
σ2 + π2

a

4G

]
+ S̃eff . (3)

Вклад кварковых полей в эффективное действие
определяется членом S̃eff в выражении (3) и в явном
виде записывается следующим образом:

exp(iS̃eff) = N ′
∫

[dq̄][dq] exp
(

i
∫ {

q̄
[
γρi∂ρ+

+µγ0 + ντ3γ
0 − σ − m0 − iγ5πaτa

]
q
}

d2x
)
, (4)

здесь использовано обозначение ν = µI/2.
Величины вакуумных средних 〈σ(x)〉 и 〈πa(x)〉 скон-

струированных бозонных полей определяются в соот-
ветствии с экстремумами эффективного действия:

δSeff

δσ(x)
= 0,

δSeff

δπa(x)
= 0, (5)

где a = 1, 2, 3. В плотной среде, где µ �= 0, µI �= 0,
они могут быть пространственно неоднородными. В

рассматриваемом здесь случае выбран анзац, учиты-
вающий возможность образования волн пионного кон-
денсата:

〈σ(x)〉 + m0 = M, 〈π3(x)〉 = 0, (6)

〈π+〉 = 〈π1(x)〉 + i〈π2(x)〉 = ∆ e2i�b�x,

〈π−〉 = 〈π1(x)〉 − i〈π2(x)〉 = ∆ e−2i�b�x.

Постоянные величины M, b,∆, которые реализуются
в модели, должны минимизировать термодинамиче-
ский потенциал (ТДП) Ω(M, b, ∆), который определя-
ется из эффективного действия:

Ω(M, b,∆)V (2) =

= − 1
Nc

Seff{σ(x), πa(x)}∣∣
σ(x)=〈σ(x)〉,πa(x)=〈πa(x)〉, (7)

где V (2) =
∫

d2x.
Для удобства дальнейших вычислений введем новое

кварковое поле:

q → χ =
(

χu

χd

)
=

(
ψu eibx

ψd e−ibx

)
= eiτ3bxq. (8)

Поскольку (см. [21]) такое преобразование кварковых
полей не меняет меры интегрирования в континуаль-
ном интеграле, ТДП приобретает вид:

Ω(M, b,∆) =

=
(M − m0)2 + ∆2

4G
+ i

∫
d2p

(2π)2
ln det D, (9)

где D = ( �p − M + µγ0 + ντ3γ0 + τ3γ1b − i∆τ1γ5).
Вычислив спектр модели и взяв интеграл по p0,

можно получить следующее выражение для термоди-
намического потенциала:

Ω(M, b,∆) =

=
(M − m0)2 + ∆2

4G
− 1

4π

∞∫

−∞
dp1{|η(1) − µ|+

+|η(2) − µ| + |η(3) − µ| + |η(4) − µ|}. (10)

Здесь η(1), η(2), η(3), η(4) – корни уравнения

detD = ∆4 + 2∆2
(
M2 + p2

1 + ν2 − b2 − η2
)
+

+
(
M2 + (p1 − b)2 − (η + ν)2

)×
× (

M2 + (p1 + b)2 − (η − ν)2
)

= 0, (11)

где η = p0 +µ, которые могут быть найдены аналити-
чески.

Для устранения ультрафиолетовой расходимости в
выражении (10) и получения физически значимого ре-
зультата используется традиционная для моделей ти-
па ГН и НЙЛ регуляризация с помощью обрезания по
импульсам, представленная здесь схематично (более
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детально процедура перенормировки массивной моде-
ли типа ГН описана в [22, 23]):

Ω(M, b, ∆) = lim
Λ→∞

{
Ωreg(M, b, ∆)

∣∣∣
G→G(Λ)

+
Λ2

π

}
.

(12)
Однако полученная таким образом функция демон-
стрирует нефизичную зависимость от волнового век-
тора b при нулевой амплитуде ∆ и неограниченность
по величине b снизу. Физически значимым термодина-
мическим потенциалом системы является величина,
полученная после дополнительного вычитания, ранее
примененного в работе [16]:

Ωphys(M, b, ∆) = Ω(M, b, ∆) − Ω(M, b, 0) + Ω(M, 0, 0).
(13)

Причина обнаруженной нефизичности выражения
(10) заключается в использовании регуляризации с
симметричным обрезанием по импульсу (12), что по-
дробнее освещено в нашей предыдущей работе [24] и
также обсуждалось в работах [25, 26]. Вид термоди-
намического потенциала, демонстрирующий ограни-
ченность ТДП после вычитания (13) (или при выборе
несимметричного обрезания по импульсам, что при-
водит к тому же результату) показан на Рис. 1.

Рис. 1: Зависимость эффективного потенциала от ампли-
туды M и волнового вектора

Фазовая структура модели, представленной исход-
ным лагранжианом, для случая m = 0 хорошо изу-
чена для множества частных случаев: например, в [3]
рассмотрено образование только однородных конден-
сатов, в [24] обсуждались условия существования фаз
киральной волн плотности. Из всех возможных форм
пространственно неоднородных решений, моделирую-
щих основное состояние (киральные кристаллы, спи-
рали и т.д., см. например [27–29]) для обсуждения в
данной работе выбран конденсат в виде волны пион-
ной плотности (ВПП). Рассматривается вопрос, при

каких условиях данный тип конденсата является бо-
лее предпочтительным, чем остальные.

3. БЕЗМАССОВЫЙ СЛУЧАЙ: m = 0

3.1. Фазовая структура в однородном случае:
b = 0.

Изучение фазового портрета модели НЙЛ2 для слу-
чая однородных конденсатов начнем с выражения (9),
положив b = 0. В этом случае спектр модели легко на-
ходится:

η(1),(2),(3),(4) = ±E±
∆ , E±

∆ =
√

(E±)2 + ∆2,

E± = E ± ν, E =
√

p2
1 + M2.

(14)

После применения схемы (12) получаем перенормиро-
ванное выражение для ТДП:

Ω(M, ∆) = V0(
√

M2 + ∆2)−

−
∫ ∞

0

dp1

π

{
E+
∆ + E−

∆ − 2
√

p2
1 + M2 + ∆2

}
−

−
∫ ∞

0

dp1

π

{
(µ−E+

∆)θ(µ−E+
∆)+ (µ−E−

∆)θ(µ−E−
∆)

}
,

(15)

где

V0(M) ≡

≡ lim
Λ→∞

{
M2

4G(Λ)
− 2

π

∫ Λ

0

dp1

√
p2
1 + M2 +

Λ2

π

}
=

=
M2

2π

[
ln

(
M2

M2
0

)
− 1

]
. (16)

В результате численного исследования полученного
выражения, для случая однородного конденсата по-
лучена фазовая диаграмма, представленная на Рис. 2
(более детальное исследование см. в [3]).

3.2. Пионные волны плотности

Применяя аналогичную схему регуляризации для
рассмотрения неоднородного пионного конденсата,
можно получить термодинамический потенциал сле-
дующего вида:

Ω(M, b,∆) = V0(
√

M2 + ∆2)−

− 1
4π

∞∫

−∞
dp1{

∑

i

|η(i) − µ| − 4
√

p2
1 + M2 + ∆2} (17)

Это выражение, как и в случае (10), имеет нефизич-
ную зависимость от b при ∆ = 0, и для получения
физичного ТДП требуется вычитание (13).
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Рис. 2: Фазовый портрет для случая пространственно од-
нородных конденсатов. 1 - фаза с безмассовыми кварками,
2 - фаза с массивными кварками, PC - фаза заряженной
пионной конденсации

При численном исследовании данного термодина-
мического потенциала был получен фазовый портрет
безмассовой модели (см. Рис. 3).

Рис. 3: Фазовый портрет модели с волной пионной плотно-
сти в безмассовом случае. PC - фаза однородного пионного
конденсата (µ < µα), PDW - неоднородная фаза с волной
пионной плотности (при µ > µα). Область рисунка, обо-
значенная как M �= 0, соответствует однородной кирально
несимметричной фазе. Ширина этой области ∼ 0.03M0; α–
критическая точка раздела фаз

Из фазовой диаграммы на Рис. 3, полученной при
исследовании ТДП (17) и уравнений щели для пере-
менных M, ∆ и b при поиске решений в виде волн пи-
онной плотности, видно, что если µ < µα, имеет ме-
сто только однородный пионный конденсат, а в случае

когда µ > µα материя находится в виде ВПП, за ис-
ключением тонкой полоски фазы нормальной кварко-
вой материи вблизи линии µ = ν. Полоска эта имеет
ширину всего 0.03M0 и заканчивается в критической
точке α, где µ = ν = 0.68M0.

Поскольку анзац (6) предполагает также возмож-
ность возникновения однородных конденсатов, по раз-
личию фазовых портретов для однородного и неодно-
родного случаев можно сказать, что фаза волн пи-
онной плотности в безмассовой модели более предпо-
чтительна, чем вакуумная фаза, и также чем фаза
нормальной кварковой материи, которая в случае, ко-
гда возможно возникновение волн пионной плотности,
вырождается в тонкую полоску на фазовой диаграм-
ме.

4. МАССИВНЫЙ СЛУЧАЙ

В случае ненулевой массы аналогичные вычисления
приводят к следующему виду термодинамического по-
тенциала:

Ω(M, b,∆) = V0(
√

M2 + ∆2)−

− mM

2
1
4π

∞∫

−∞
dp1{

∑

i

|η(i) − µ| − 4
√

p2
1 + M2 + ∆2},

(18)

причем для получения физически значимого ТДП
необходимо снова провести вычитание (13).

Рис. 4: Фазовый портрет с ВПП в массивном случае. I–
фаза ВПП, II– массивная киральная фаза (M �= 0), III–
вакуумная фаза, IV– фаза заряженной пионной конденса-
ции (PC)

На Рис. 5 представлено поведение конденсатов мас-
сивной модели в зависимости от барионного химиче-
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Рис. 5: Зависимость конденсатов M и ∆ массивной моде-
ли от величины барионного химпотенциала µ при фикси-
рованном значении изотопического химпотенциала µI =
1.2M0

Рис. 6: Зависимость конденсатов M и ∆ массивной модели
от изотопического химпотенциала µI при фиксированном
значении барионного химпотенциала µ = 0.3M0

ского потенциала при фиксированном значении ν =
1.2M0.

Рис. 6 отражает зависимость конденсатов от ве-
личины изотопического химического потенциала при
фиксированном значении µ = 0.3M0.

Результат численных вычислений с данным ТДП
представлен на Рис.4 в виде фазовой диаграммы. Из
сравнения с Рис. 3, видно, что фаза однородного ки-
рального конденсата, которая в безмассовом случае
представлена тонкой линией, расширилась и теперь
занимает область II. Из сравнения с работой [22], где
изучался однородный пионный конденсат в той же
массивной модели видно, что изучаемый в настоя-
щей статье неоднородный пионный конденсат зани-
мает место, на котором, как видно из диаграммы в
работе [22], находилась вакуумная фаза. Таким обра-
зом, можно утверждать, что фаза неоднородного пи-
онного конденсата является более предпочтительной,
чем вакуумная фаза, также и в массивной модели.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, на основе численных расчетов нами
был исследован термодинамический потенциал (1+1)-
мерной модели Намбу–Йона-Лазинио как для безмас-
сового, так и для массивного случаев. Зависимость
структуры основных состояний модели от значений
барионного и изотопического химических потенциа-
лов представлена на фазовых диаграммах.

Установлено, что для значений барионного химпо-
тенциала µ < µc и произвольных ненулевых значе-
ниях µI образуется только фаза заряженного пионно-
го конденсата. Пространственно неоднородный пион-
ный конденсат в виде волн плотности заданного вида
образуется при значениях µ выше критического. При
этом установлено, что фаза неоднородного пионного
конденсата является более предпочтительной, чем ва-
куумная фаза (т.е. отсутствие всех конденсатов), и в
случае m = 0 она также является более предпочти-
тельной, чем фаза нормальной кварковой материи.
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The ground state structure of four-fermionic (1 + 1)–dimensional Nambu–Jona-Lasinio model is investigated as a
function of the external parameters (chemical potentials). In their presence the model demonstrates the features
of dense quark matter in real physical situations. The thermodynamic potential of the model is calculated in the
presence of nonzero baryonic µ and isotopical µI chemical potentials in the limit of large number of colors(Nc → ∞).
The possibility of the formation of spatially inhomogeneous pion condensate in both massive and massless cases is
considered. Detailed analysis of phase structure of the studied model is conducted.
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